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  اولفصل 

  
  

 ادفيهاي متغيرهاي تصتابع
  
  

 قدمه  م1-1

هايي از يك يا چند هاي تابعهاي احتمال يا چگاليي يافتن توزيعدر اين فصل به مسأله

 اي از متغيرهاي تصادفيبدين معنا كه مجموعه. پردازيممتغير تصادفي مي
1

X، 
2

X، 

…،nX و توزيع احتمال يا چگالي متغير تصادفي ),,,( nXXXuY    …

21
 مورد =

ي ي معادلهوسيله بهYمعني اين است كه مقادير متغير تصادفي اين رابطه به. توجه است

),,,( nxxxuy   …

21
  .ها بستگي دارندX به مقادير =

هايي كه سه بخش روش. براي حل اين نوع مسأله چندين روش موجود است      

روش ، روش تبديل متغيرها، روش تابع توزيعآينده مورد بحث قرار خواهند گرفت؛ 

ها هر سه روش را اگرچه در بعضي از وضعيت. شوند ناميده ميتابع مولد گشتاورها

استفاده از (ها بر بقيه ترجيح دارد  از روشكار برد، ولي در اكثر مسائل يكيتوان بهمي

، تابعي uاين امر مثلاً، در مواردي كه تابع ). تر از استفاده از سايرين استآن آسان

خطي از متغيرهاي تصادفي مستقل 
12

XXXn تابع  باشد درست است، و روش …،،،

  .ها را دارديگيرترين نتيجهمولد گشتاورها ساده

 در فصل دوم براي ،گيرند قرار مي مطالعههاي مختلفي كه در اين فصل مورد      روش

  كار دست آوردن چندين توزيعي كه در استنباط آماري اهميت بنيادي دارند بهبه

  .روندمي
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 روش تابع توزيع  1-2

دفي پيوسته دست آوردن چگالي احتمال تابعي از متغيرهاي تصايك روش سرراست به

. گيري، چگالي آن را پيدا كنيمعبارت است از اينكه ابتدا تابع توزيع آن و سپس با مشتق

بنابراين، اگر 
12

XXXn  متغيرهاي تصادفي پيوسته با چگالي احتمال مفروضي …،،،

),,,(باشند، چگالي احتمال  nXXXuY …

21
  آيد كه ابتدا عبارتدست مي چنين به=

],),,,([)()( yXXXuPyYPyF n ≤=≤= …

21
  

  آوريمدست ميگيري بهكنيم و با مشتقها تعيين ميرا براي احتمال

.
)(

)(
dy

ydF
yf =  

  صورت بهXاگر چگالي احتمال . 1-1مثال 

⎩
⎨
⎧ <<−

=
0  جاهاساير

1016 xxx
xf

)(
)(  

3XYباشد، چگالي احتمال    . را بيابيد=

توانيم  نشان دهد، ميyازاي  را بهY، مقدار تابع توزيع yG)(كنيم يفرض م. حل

  بنويسيم

yy

dxxx

yXP

yXP

yYPyG

y

23

16

3

2

3

1

0

31

3

−=

−=

≤=

≤=

≤=

∫ )(

)(

)(

)()(

/  

10ازاي و در نتيجه به << y،  

)()( 12
3

1

−= −
yyg  

 ديگري روش كه اين نتيجه را با بخش بعدي خواهيم ديددر . yg)(=0و ساير جاها، 

  .دست آوردبهتوان مي
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||اگر . 2-1مثال  XY   ، نشان دهيد كه =

⎩
⎨
⎧ >−+

=
0  جاهاساير

0yyfyf
yg

)()(
)(  

 مقدار چگالي احتمال yg)( و xازاي  بهX، مقدار چگالي احتمال xf)(كه در آن 

Yازاي  بهyاين نتيجه را براي تعيين چگالي احتمال .  است|| XY  نيز كه در آن =

Xكار بريد، توزيع نرمال استاندارد دارد به.  

  ، داريمy<0ازاي به. حل

)()(

)(

)|(|

)()(

yFyF

yXyP

yXP

yYPyG

−−=
≤≤−=

≤=
≤=

  

  گيري و بعد از مشتق

)()()( yfyfyg −+=  
||چون  x0ازاي تواند منفي باشد، به نمي<y ،0=)(yg ؛ مقدار)(0g دلخواه  را به

  توانيم بنويسيمپس مي. دهيم قرار مي0مساوي 

⎩
⎨
⎧ >−+

=
0  جاهاساير

0yyfyf
yg

)()(
)(  

);,(و  داراي توزيع نرمال استاندارد X      اگر  10yn معرف چگالي احتمال نرمال 

||و باشد استاندارد  XY   y<0ازاي شود كه بهمي، نتيجه =

),,;(

),;(),;()(

102

1010

yn

ynynyg

=
−+=

  

  . داده شده است9-1كاربرد مهمي از اين نتيجه در مثال . yg)(=0و در ساير جاها، 

اگر توزيع توأم . 3-1مثال 
1

X و 
2

Xصورت  به  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ >>=

−−

جاهاساير  0

006
12

23

21

21 xxe
xxf

xx
,

),(  

باشد، تابع چگالي متغير تصادفي 
21

XXY   . را پيدا كنيد=+
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گيري كنيم،  انتگرال1-1ي شكل ي هاشور خوردهاگر از چگالي توأم روي ناحيه. حل

  آوريم دست ميبه

yy

y xy xx

ee

dxdxeyF

23

0 0
21

23

321

6
2

21

−−

− −−

−+=

= ∫ ∫)(  

  وريمآدست مي مشتق بگيريم، بهyو اگر نسبت به 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ >−=

−−

0  جاهاساير

06
32 yee

yf
yy )(

)(  

  

  
  3-1نمودار مثال . 1-1شكل 

  تمرين 

  صورت بهXاگر چگالي احتمال . 1-1

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ >=

−

0  جاهاساير

02

2

xxexf
x

)(  

2XYباشد، و    ، پيدا كنيد=

  ،Y تابع توزيع )الف

  .Y چگالي احتمال )ب

 داشته باشد، براي تعيين چگالي احتمال متغير θ توزيع نمايي با پارامتر Xاگر . 1-2

XYتصادفي  ln=كار بريد، روش تابع توزيع را به.  
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 باشد، براي يافتن β=1 و α=0مترهاي  داراي چگالي يكنواخت با پاراXاگر . 1-3

XYچگالي احتمال متغير تصادفي    .كار بريد، روش تابع توزيع را به=

  صورت بهY و Xاگر چگالي توأم . 1-4

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ >>=

+−

0  جاهاساير

004

22

xyxyeyxf
yx ,),(

)(
  

22باشد و  YXZ   ، پيدا كنيد=+

  ،Z تابع توزيع )الف

  .Z چگالي احتمال )ب

اگر . 1-5
1

X و 
2

X متغيرهاي تصادفي مستقلي باشند كه چگالي نمايي با پارامترهاي 

1
θ و 

2
θ تابع توزيع استفاده كرده، چگالي احتمال روش دارند، از 

21
XXY += 

  وقتي 

 )الف
21

θ≠θ ،  

 )ب
21

θ=θ ،  

  .بيابيدرا 

1، نشان دهيد كه اگر 5-1با رجوع به دو متغير تصادفي تمرين . 1-6
21

=θ=θ متغير ،

  تصادفي 

21

1

XX

X
Z

+
=  

  . استβ=1 و α=0داراي چگالي يكنواخت با 

اگر . 1-7
1

X و 
2

X 0 متغيرهاي تصادفي مستقل باشند كه چگالي يكنواخت با=α و 

1=β براي تابع توزيع 2-1 دارند، با مراجعه به شكل 
21

XXY  عباراتي بيابيد =+

  وقتي كه 

10 )ب     ، y≥0 )الف << y،      21 )ج << y،      2 )د≥y،  

  . را نيز پيدا كنيدYچگالي احتمال 
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  7-1تمرين نمودار . 2-1شكل 

  

  صورت بهY و Xاگر چگالي توأم . 1-8

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ >>=

+−

0  جاهاساير

00 xye
yxf

yx ,
),(

)(

  

باشد و 
2

YX
Z

  . تابع توزيع بيابيدروش را با Z، چگالي احتمال =+

 يك متغيره: روش تبديل  1-3

دست آوردن تابع توزيع در بدو امر، توان بدون بهدهيم كه چگونه ميحال نشان مي

در حالت گسسته . توزيع احتمال چگالي تابعي از يك متغير تصادفي را تعيين كرد

XuY)(و  Xي بين مقادير مادامي كه رابطه يك است واقعاً مشكلي وجود به يك=

  .ندارد؛ آنچه بايد انجام دهيم جايگذاري مناسب است

دست ي همگن به تعداد شيرهايي باشد كه در چهار پرتاب يك سكهXاگر . 4-1مثال 

آيند، توزيع احتمال مي
X

Y +=
1

  .يد را پيدا كن1
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، و n=4اي را با اگر فرمول توزيع دوجمله. حل
2

1=θيابيم كه كار بريم، درمي به

  صورت بهXتوزيع احتمال 

16

1

16

4

16

6

16

4

16

1

43210

)(xf

x
  

ي در اين صورت اگر رابطه. است
x

y +=
1

  Xجاي  بهYقادير  را براي گذاشتن م1

  صورت بهYكار بريم، توزيع احتمال  به

16

1

16

4

16

6

16

4

16

1

5

1

4

1

3

1

2

1
1

)(yg

y
  

  .آيددست ميبه

و  n=4اي با خواستيم كه مستقيماً جايگذاري را در فرمول توزيع دوجمله      اگر مي

2

1=θ1توانستيم مقدار  انجام دهيم، مي
1 −=
y

xجاي  را بهx در   

43210

2

14
4

,,,,,)( =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛= x
x

xf         

  قرار دهيم و نتيجه بگيريم كه 

.,,,,,)(
5

1

4

1

3

1

2

1

1

2

1

1

4

1

1
4

1 =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −= y
y

fyg
y

        

نها اختلاف در آن است ها بدون تغيير ماندند؛ ت      توجه كنيد كه در مثال قبل احتمال

. اند وابستهY، به مقادير مختلف Xجاي مقادير متناظر ها بهي كار، احتمالكه در نتيجه

يك بهدر حالت گسسته و مادامي كه رابطه يك) يا تعويض متغير(روش تبديل متغير

  .توانيم نظير مثال زير عمل كنيمييك نباشد مبهاگر تبديل يك. است، كلاً همين است

2، توزيع احتمال متغير تصادفي 4-1با مراجعه به مثال . 5-1مثال 

1)( −= XZ را پيدا 

  . كنيد

  آوريمدست مي، بهZ متناظر با مقادير مختلف zh)(هاي ي احتمالبا محاسبه. حل
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16

2

16

1

16

1

404

16

8

16

4

16

4

311

16

6

20

=+=+=

=+=+=

==

)()()(

)()()(

)()(

ffh

ffh

fh

  

  اين و بنابر

8

1

8

4

8

3

410

)(zh

z
  

        براي اجراي روش تبديل متغير در حالت پيوسته، فرض خواهيم كرد تابعي كه

xuy)(صورت  به  كه براي Xازاي تمام مقادير در برد پذير و بهشود مشتق داده مي=

صورت كه تابع وارون كه بهقسمي، صعودي يا نزولي باشد، بهxf)(≠0آنها 

)(yx ω=ازاي آنها مقادير متناظر شود به داده ميyجز در جاهايي كه  موجود و به

0=′ )(xuپذير باشد، مشتق) ازاي آنها  نقاطي كه بهتوجه كنيد براي پرهيز از)(xu′ 

هاي احتمال ازاي آنها چگاليها را كه بهسر بازه ممكن است صفر باشد، معمولاً نقاط دو

اي است كه در سراسر اين كتاب از آن پيروي اين شيوه. ايمصفر نيستند منظور نكرده

  . ثابت كنيمي زير راتوانيم قضيه تحت اين شرايط مي).خواهيم كرد

ازاي ، بهX مقدار چگالي احتمال متغير تصادفي xf)(كنيم فرض مي. 1-1ي قضيه

xصورت اگر تابعي كه به.  باشد)(xuy ازاي تمام پذير و به داده شده است مشتق=

 براي اين مقادير ، صعودي يا نزولي باشد، آنگاهxf)(≠0 كه براي آنها Xمقادير برد 

xي ، معادله)(xuy yx)( حل كرد تا xصورتي يكتا برحسب توان به را مي= ω= 

XuY)( و چگالي احتمال دست آيد،به   .صورت زير است نظير، بهy براي مقادير =

⎩
⎨
⎧ ≠′ω′ω

=
  جاهاساير

شرطبه

0

0)(|)(|)].([
)(

xuyyf
yg  

 الي 260ي  صفحه13][تواند با مراجعه به منبع خواننده اثبات اين قضيه را مي      

  . مورد مطالعه قرار دهد262
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  صورت داراي توزيعي نمايي بهX اگر .6-1مثال 

⎩
⎨
⎧ >

=
−

0جاهاساير

0xe
xf

x

)(  

XYباشد، چگالي احتمال متغير تصادفي    . را بيابيد=

xyي معادله. حل كند، داراي وارون يكتاي هم مربوط مي را بهY و X، كه =
2yx yyدهد  است كه نتيجه مي=

dy
dx

2==ω′   ، 1-1ي اين مطابق قضيه بنابر. )(

  y<0ازاي به

.||)(
22

22
yy yeyeyg −− ==  

 كوچكتر از آن، ي مساوي با صفر ياYدست آوردن يك مقدار چون احتمال به      

 مساوي با صفر يا كوچكتر از آن، برابر صفر Xدست آوردن يك مقدار نظير احتمال به

  صورت  بهYشود كه چگالي احتمال است، نتيجه مي

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ >=

−

0جاهاساير

02

2

yye
yg

y

)(  

  .است
  

  
  7-1ي براي مثال نمودار. 3-1شكل 

  

 حول مركز خود طوري چرخانده شود كه 3-1ي شكل ر پيكان دوسويهاگ. 7-1مثال 

   داراي چگالي يكنواختΘمتغير تصادفي 

⎩
⎨
⎧ <θ<−

=θ
ππ

π
0جاهاساير

22

1

)(f  
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عيين كند، ت را قطع ميxاي كه امتداد پيكان محور ، طول نقطهXباشد، چگالي احتمال 

  .كنيد

=θصورت  بهθ و xطور كه از شكل پيداست، بستگي بين همان. حل tan.ax،  

  قسمي كه به

22 xa

a

dx

d

+
=θ  

  شود كه ، نتيجه مي1-1ي و بنابر قضيه

..

.)(

∞<<∞−
+π

=

+π
=

x
xa

a
xa

a
xg

,     

22

22

1

1

  

  

  
  8-1 مثال ي براينمودار. 4-1شكل 

  

 باشد، xازاي  بهX ي پيوسته مقدار تابع توزيع متغير تصادفيxF)(اگر . 8-1مثال 

XFY)(چگالي احتمال    .  را بيابيد=

 X متناظر با هر مقدار خاص Yشود، مقدار  ديده مي4-1طور كه در شكل همان. حل

 واقع در سمت Xي مساحت زير منحني، يعني مساحت زير نمودار چگالي وسيلهبه

xFy)(اگر از . شود داده ميxچپ    آوريمدست ميشتق بگيريم، به مx نسبت به =

)()( xfxF
dx

dy =′=  

  ،xf)(≠0اين به شرط  و بنابر

)(xfdy

dx

dx
dy

11 ==  
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10ازاي شود كه به نتيجه مي1-1ي از قضيه << y ،  

1

1 ==
)(

).()(
xf

xfyg  

  . استβ=1 و α=0راي چگالي يكنواخت با  داYتوانيم بگوييم كه و مي

اين نتيجه . نامند ميتبديل انتگرال احتمالتبديلي را كه در اين مثال انجام داديم       

ي متغيرهاي تصادفي را سازي مقادير مشاهده شدهتنها اهميت نظري دارد، بلكه شبيهنه

  . كندتسهيل مي

 برقرار نباشد، ممكن است با مشكلات جدي 1-1ي وقتي شرايط زيربنايي قضيه      

  .كار بريمرو شويم، كه گاهي نظير مثال زير راهي ساده براي رفع مشكل بهروبه

2XZ داراي توزيع نرمال استاندارد باشد، چگالي احتمال Xاگر . 9-1مثال    را=

  .بيابيد

2xzي چون تابع داده شده. حل ازاي مقادير ، نزولي و بهxازاي مقادير منفي ، به=

 را Z به Xاما تبديل .  برقرار نيستند1-7ي  است، شرايط قضيهي صعودxمثبت 

||ابتدا چگالي احتمال : توان در دو مرحله انجام دادمي XY يابيم و آنگاه  را مي=

)(چگالي احتمال  22 XYZ   . كنيم را پيدا مي==

||      ما قبلاً تبديل  XY  مطالعه 2-1ي اول است در مثال  را كه مربوط به مرحله=

 توزيع نرمال استاندارد داشته باشد، X در واقع ما در آنجا نشان داديم كه اگر كرديم؛

||آنگاه  XY    داراي چگالي احتمالy<0ازاي  به=
2

2

1

2

2

102

y
eynyg

−

π
== ),;()(  

2yzصورت  دوم، تابعي كه بهيبراي مرحله. ، در ساير جاهاستyg)(=0و   داده =

، yg)(≠0ازاي آنها  كه بهy، يعني براي تمام مقادير y<0ازاي شده است به

  كار بريم و چون را به1-1ي توانيم قضيهلذا مي. صعودي است

2

1

2

1 −= z
dz

dy  
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  آوريمدست مي بهz<0ازاي به

,

)(

z

z

ez

zezh

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

2

−−

−−

π
=

π
=

  

π=Γتوجه كنيد چون . zh)(=0ساير جاها،  و در )(
2

  Z، توزيعي كه براي 1

  . استν=1دو با آيد، توزيع خيدست مي به

 چند متغيره: روش تبديل  1-4

توان براي پيدا كردن توزيع متغيري تصادفي نيز كه تابعي از دو يا روش اين بخش را مي

مثلاً، فرض كنيد كه توزيع توأم دو متغير تصادفي . كار بردچند متغير تصادفي است، به

1
X و 

2
Xاهيم توزيع متغير تصادفي  را داده باشند و بخو),(

21
XXuY  را تعيين =

 و yاگر بستگي بين . كنيم
1

x با ثابت ماندن 
2

x يا بستگي بين ،y و 
2

x با ثابت 

ماندن 
1

xعمل 4-1توانيم در حالت گسسته، نظير مثال  اين امكان را به ما بدهد، مي 

 و Yكنيم و توزيع توأم 
2

X يا ،
1

X و Y را بيابيم و سپس مجموع اين توزيع را روي 

در حالت . دست آيد بهYاي دفي ديگر پيدا كنيم تا توزيع حاشيهمقادير متغير تصا

  صورت را با نوشتن فرمول تبديل به1-1ي پيوسته، ابتدا قضيه

y

x
xxfxyg

∂
∂

= 1

212
).,(),(  

  صورتيا به

y

x
xxfyxg

∂
∂

= 2

211
).,(),(  

),(در اين دو رابطه، . بريمكار ميبه
21

xxf هاي جزئي بايد برحسب مشتق وy و 
2

x ،

يا 
1

x و yاي گيريم تا چگالي حاشيهسپس برحسب متغير ديگر انتگرال مي.  بيان شوند

Yدست آيد به.  
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اگر . 10-1مثال 
1

X و 
2

X هاي پواسون با متغيرهاي مستقلي باشند كه توزيع

پارامترهاي 
1

λ و 
2

λ دارند، توزيع احتمال متغير تصادفي 
21

XXY   . رابيابيد=+

چون . حل
1

X و 
2

Xاند، توزيع توأم آنها براي  مستقل…,,, 210
1

=x و …,,, 210
2

=x ،

  با 

!!

)()(

!

)(
.

!

)(
),(

)(

21

21

2

2

1

1

21

2121

2211

xx

e

x

e

x

e
xxf

xx

xx

λλ=

λλ=

λ+λ−

λ−λ−

  

چون . شودداده مي
21

xxy  و بنابراين =+
21

xyx جاي توانيم به، پس مي=−
1

x 

م قرار دهي
2

xy  و Y، كه براي توزيع توأم −
2

Xازاي ، به…,,, 210=y و ،

yx ,,, …10
2

  آوريمدست مي عبارت زير را به=

)!(!
)()(

),(
)(

22

12

2

2221

xyx

e
xyg

xyx

−
λλ=

−λ+λ−
  

يابي روي سپس با مجموع
2

xتا 0ز  ا yآوريمدست مي، به  

∑
=

−λ+λ−

−
λλ=

y

x

xyx

xyx

e
yh

0 22

12

2

2221

)!(!
)()(

)(
)(

  

)(كه بعد از فاكتورگيري از 
21

λ+λ−e و ضرب عبارت در !y و تقسيم آن بر !y  

  صورت  به

∑
=

−
λ+λ−

λλ
−

=
y

x

xyx

xyx

y

y

e
yh

0

12

22
2

22

21

)()(
)!(!

!
.

!
)(

)(

  

)(yاي با تشخيص اينكه از بسط دوجمله. آيديدرم
21

λ+λرسيم،  به مجموع بالا مي

  سرانجام داريم

…,,,
!

)(
)(

)(

210
21

21

=λ+λ=
λ+λ−

y
y

e
yh

y

        

ايم كه مجموع دو متغير تصادفي مستقل كه داراي توزيع پواسون با اين نشان داده و بنابر

پارامترهاي 
1

λ و 
2

λ هستند، توزيع پواسون با پارامتر 
21

λ+λ=λدارد .  
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اگر چگالي توأم . 11-1مثال 
1

X و 
2

Xصورت به  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ >>=

+−

جاهاساير  0

00

21

21

21 xxe
xxf

xx
,

),(
)(

  

باشد، تابع چگالي 
21

1

XX
XY   .بيابيد  را=+

چون وقتي . حل
2

xكند و  صعود مي
1

xماند،  ثابت ميyكند، براي يافتن  نزول مي

چگالي توأم 
1

X و Yچون . كار بريم را به1-1ي توانيم قضيه مي
21

1

xx
xy  نتيجه =+

دهد كه مي
y
yxx −= 1

12
   و بنابراين.

2

12

y

x

y

x −=
∂
∂  

0ازاي دهد كه بهنتيجه مي
1

>x 10 و << y  
yx

y

x

y

xyx eeyxg // .),( 1

2

1

2

11

1

−− =−=  

گيري برحسب سرانجام با انتگرال
1

x و تعويض متغير انتگرال به 
y
xu ازاي ، به=1

10 << yآوريمدست مي به  

1

2

0

1
0 2

1 1

=
Γ=

=

=

∫

∫
∞ −

−∞

)(

.

.)( /

dueu

dxe
y

x
yh

u

yx

  

 و α=0 داراي توزيع يكنواخت با Yپس متغير تصادفي . yh)(=0و در ساير جاها، 

1=βاست .  

در اين روش كار را با توزيع توأم . توان با روش كلي نيز حل كردمثال قبل را مي      

دو متغير تصادفي 
1

X و 
2

X و تعيين توزيع توأم دو متغير تصادفي جديد 
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),(
2111

XXuY ),( و =
2122

XXuY توانيم در اين صورت مي. كنيم شروع مي=

اي ع حاشيهتوزي
1

Y يا 
2

Yدست آوريمگيري بهيابي يا انتگرالي مجموعوسيله را به .  

ي زير كه ن به قضيهآرود، كه در كار مياين روش عمدتاً در حالت پيوسته به      

  . است نياز داريم1-1ي تعميم مستقيم قضيه

),(يم كنفرض مي. 2-1ي قضيه
21

xxf مقدار چگالي احتمال توأم متغيرهاي تصادفي 

ي پيوسته
1

X و 
2

X در ),(
21

xxي هاي داده شدهاگر تابع.  باشد),(
2111

xxuy  و =

),(
2122

xxuy  نسبت به =
1

x و 
2

xي مقادير ازاي همه داراي مشتق جزئي بوده و به

برد 
1

X و 
2

X 0 كه براي آنها
21

≠),( xxfيك را نشان دهد آنگاه  به ، تبديلي يك

براي اين مقادير 
1

x و 
2

x معادلات ،),(
2111

xxuy ),( و =
2122

xxuy توان  را مي=

صورت يكتا برحسب به
1

x و 
2

x حل كرد تا ),(
2111

yyx ω= و ),(
2122

yyx ω= 

دست آيند، و براي مقادير متناظر به
1

y و 
2

y چگالي احتمال توأم ،),(
2111

XXuY  و =

),(
2122

XXuY   صورت  به=

||)].,(),,([),( Jyyyyfyyg
21221121

ωω=  
   تبديل، دترمينانژاكوبي، موسوم به Jدر اينجا، . شودداده مي

2

2

1

2

2

1

1

1

y
x

y
x

y
x

y
x

J
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=  

0 ،ساير جاهادر . است
21

=),( yyg.  

كنيم، ولي اطلاعات مربوط به ژاكوبي و كاربردهاي آن را       اين قضيه را اثبات نمي

ي با ها عمدتاً در رابطه ژاكوبي.هاي حسابان پيشرفته يافتتوان در اكثر كتابمي

تصات قطبي يا به خواهيم مختصات قائم را به مخهاي چندگانه، مثلاً، وقتي ميانتگرال

  .روندكار ميمختصات كروي تغيير دهيم به

با مراجعه به متغيرهاي تصادفي . 12-1مثال 
1

X و 
2

X مطلوب است11-1 در مثال ،  

 چگالي توأم )الف
211

XXY  و =+
21

1

2 XX

X
Y

+
=،  
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اي  چگالي حاشيه)ب
2

Y.  

 از حلّ )الف. حل
211

xxy  و =+
21

1

2 xx
xy  برحسب =+

1
x و 

2
xآوريم دست مي به

211
yyx )( و =

212
1 yyx   گيريم كه، و نتيجه مي=−

1

12

12

1

y
yy

yy
J −=

−−
=  

0ي يك است و ناحيهبهچون تبديل يك
1

>x 0 و
2

>xي  در صفحه
21

xx را، به توي 

0ي ناحيه
1

>y 10 و
2

<< yي  در صفحه
21

yyرا 2-1ي توانيم قضيهنگارد مي مي 

0ازاي كار بريم و نتيجه بگيريم كه بهبه
1

>y 10 و
2

<< y  

11

1121

yy eyyeyyg −− =−= ||),(  
0و در ساير جاها، 

21
=),( yyg.  

گيري نسبت به  با استفاده از چگالي توأم حاصل از قسمت الف و انتگرال)ب
1

y،  

10ازاي  به
2

<< yآوريمدست مي، به  

,

)(

),()(

1

2

0
11

0
1212

1

=
Γ=

=

=

∫

∫
∞ −

∞

dyey

dyyygyh

y  

0و در ساير جاها، 
2

=)(yh .  

اگر چگالي توأم . 13-7مثال 
1

X و 
2

Xصورت  به  

⎩
⎨
⎧ <<<<

=
0  جاهاساير

10101
21

21

xx
xxf

,
),(  

  باشد، مطلوب است 

 چگالي توأم )الف
21

XXY  و =+
2

XZ =،  

  .Yاي  چگالي حاشيه)ب
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 با حلّ )الف. حل
21

xxy  و =+
2

xz zyxآوريم دست مي، به= −=
1

zx و  =
2

 ،

  اين بنابر

1

10

11

=
−

=J  

10ي يك است و ناحيهبهتبديل يكچون، 
1

<< x 10 و
2

<< xي  در صفحه
21

xx را 

>>+1ي به ناحيه zyz 10 و << zي  در صفحهyzرا 5-1شكل ( نگارد مي 

>>+1كار بريم و براي  را به2-1ي توانيم قضيه، مي)ببينيد zyz 10 و << z 

 دست آوريم به

111 == ||.),( zyg  
0و در ساير جاها، 

2
=),( zyg.  

  

  
  13-1اي انتقال يافته براي مثال فضاي نمونه. 5-1شكل 

  

y ،10≥0طور جداگانه،  بهzگيري نسبت به  با انتگرال)ب << y ،21 << y و 

2≥yآوريمدست مي، به  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<<∫ − −=

<<∫ =
≤

=

20

21
1

1
21

10
0
1

00

y

yy ydx

yy ydz

y

yh )(  
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11دهيم، و براي اينكه تابع چگالي را پيوسته كنيم، قرار مي =)(h .ايم  دادهبنابراين نشان

كه مجموع متغيرهاي تصادفي داده شده، داراي چگالي احتمال مثلثي است كه نمودارش 

  .ايم ارائه داده6-1شكل  را در

  

  
  چگالي احتمال مثلثي. 6-1شكل 

  

هايي از دو متغير تصادفي را در نظر گرفتيم، اما روش مبتني بر       تا اينجا، تنها تابع

ه آساني به توابعي از سه يا بيشتر از سه متغير تصادفي تعميم توان ب را مي2-1ي قضيه

مثلاً، اگر چگالي احتمال توأم سه متغير تصادفي . داد
123

XXX  را داده باشند و  و ، ،

),,(بخواهيم چگالي احتمال توأم متغيرهاي تصادفي 
32111

XXXuY = ،

),,(
32122

XXXuY ),,(، و =
32133

XXXuY  را بيابيم، روش كلي همان روش =

33بالاست، ولي در اين حالت، ژاكوبي دترمينان    . زير است×

3

3

2

3

1

3

3

2

2

2

1

2

3

1

2

1

1

1

y
x

y
x

y
x

y
x

y
x

y
x

y
x

y
x

y
x

J

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=  

توانيم به محض اينكه چگالي احتمال توأم سه متغير تصادفي جديد تعيين شد، مي      

گيري ا هريك از آنها را با انتگرالاي هريك از دو متغير تصادفي و يچگالي حاشيه

  .بيابيم
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اگر چگالي احتمال توأم . 14-1مثال 
123

XXX   صورت بهو،،

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ >>>=

++−

جاهاساير  0

000

321

321

321 xxxe
xxxf

xxx
,,

),,(
)(

  

  باشد، مطلوب است

 چگالي احتمال متغير تصادفي )الف
3211

XXXY ++= ،
22

XY ، و =
33

XY =،  

اي  چگالي حاشيه)ب
1

Y.  

 از حلّ دستگاه معادلات )الف. حل
3211
xxxy ++= ،

22
xy ، و =

33
xy  برحسب =

123
xxx آوريم دست ميبه،  و ، ،

3211
yyyx −−= ،

22
yx ، و =

33
yx لذا نتيجه . =

  شود،مي

1

100

010

111

=
−−

=J  

0ازاي يك است، بهبهو چون تبديل يك
2

>y ،0
3

>y و ،
321

yyy +>،  

1

1
1

321

y

y

e

eyyyg
−

−

=

= ||.),,(  

0و در ساير جاها، 
321

=),,( yyyg.  

بت به گيري نس از انتگرال)ب
2

y و 
3

y0ازاي آوريم كه بهدست مي به
1

>y ،  

1

1 31
1

2

1

0 0
321

2

1 y

y yy y

ey

dydyeyh

−

− −

=

= ∫ ∫

.

)(
  

0و در ساير جاها، 
1

=)(yh .ايم مجموع سه متغير تصادفي كه توجه كنيد كه نشان داده

 هستند، متغيري تصادفي است كه توزيع گاما با β=1 و α=1داراي توزيع گاما با 

3=α 1 و=βدارد .  
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   تمرين

 باشد، توزيع n=2، و k ،6=N=3 داراي توزيع فوق هندسي با Xاگر . 1-9

  .ها را بيابيدها منهاي تعداد شكست، تعداد موفقيتY احتمال

2، توزيع احتمال متغير تصادفي 9-1با رجوع به تمرين . 1-10

1)( −= XZرا بيابيد .  

 و n=3اي با  داراي توزيع دوجملهXاگر . 1-11
3

1=θباشد، توزيع احتمال   

 )الف
X

XY +=
1

 ،  

4 )ب

1)( −= XU،  

  .را بيابيد

 با توزيع هندسي داراي Xاگر . 1-12
3

1=θتغير  باشد، فرمولي براي توزيع احتمال م

XYتصادفي  54   .دست آوريد به=−

YXاگر . 1-13 ln= داراي توزيع نرمال با ميانگين μ 2 و واريانسσ باشد، چگالي 

  . بيابيد،نامند مينرمال- لگ را كه توزيعYاحتمال 

، Xي  باشد، آنگاه ميانهx در X مقدار تابع توزيع متغير پيوسته xF)(اگر . 1-14

قسمي است كه دهند به نشان مي~μكه آن را با 
2

1=μ)~(F .13-1 تمرين با رجوع به ،

μ=μنشان دهيد كه  e~.  

  صورت  بهXاگر چگالي احتمال . 1-15

⎩
⎨
⎧ <<

=
جاهاساير  0

20
2

x
xf

x
)(  

3XYباشد، چگالي احتمال   را Y و Xهاي احتمال نمودارهاي چگالي.  را بيابيد=

)(ترتيب نمايش هاي زير دو منحني را كه بهنيز رسم كنيد و مساحت 1
2

1 << XP و 

)( 1
8

1 << YPهستند مشخص كنيد .  

  صورت بهXاگر چگالي احتمال . 1-16

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ >

= +
جاهاساير  0

0

6

3

21

x
xf x

kx

)()(  
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 است، چگالي احتمال متغير تصادفي  ثابتkباشد كه در آن 
X

XY
21

2

.  را بيابيد=+

  . را تعيين كنيدk را مشخص كنيد، و سپس مقدار Yتوزيع 

اگر توزيع احتمال توأم متغيرهاي . 1-17
1

X و 
2

X 321 براي
1

,,=x 321 و
2

,,=x 

صورت به
3621

21
xxxxf    باشد، پيدا كنيد),(=

 توزيع احتمال )الف
21

XX،  

 توزيع احتمال )ب
21

XX /.  

   پيدا كنيد17-1با رجوع به تمرين . 1-18

 توزيع توأم )الف
211

XXY  و =+
212

XXY −= ،  

اي  توزيع حاشيه)ب
1

Y.  

 متغيرهاي تصادفي مستقلي باشند كه توزيع نرمال استاندارد دارند، Y و Xاگر . 1-19

YXZنشان دهيد كه  نگين و واريانس اين توزيع نرمال ميا.  نيز توزيع نرمال دارد=+

  ؟چه هستند

  صورت بهY و Xاگر چگالي توأم . 1-20

⎩
⎨
⎧ <<<<−

=
0  جاهاساير

1010112 xyyxy
yxf

,)(
),(  

2XYZباشد چگالي احتمال متغير تصادفي   براي تعيين 1-1ي  را با استفاده از قضيه=

  .دست آوريد، بهyگيري برحسب ، و سپس انتگرالZ و Yچگالي احتمال توأم 

دو متغير تصادفي مستقل . 1-21
1

X و 
2

X را در نظر بگيريد كه هر دو داراي توزيع 

  كوشي

∞<<∞−
+π

= x
x

xf       ,
)(

)(
2

1

1  

چگالي احتمال . هستند
211

XXY  براي تعيين چگالي 1-1ي  را با استفاده از قضيه=+

احتمال توأم 
1

X و 
1

Yگيري برحسب  و سپس انتگرال
1

xتوزيع . دست آوريد، به
1

Y را 

  . كنيدمشخص
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 براي تعيين چگالي احتمال توأم 2-1ي  را با استفاده از قضيه21-1تمرين . 1-22

211
XXY  و =+

212
XXY اي  سپس يافتن توزيع حاشيه=−

1
Yمجدداً حل كنيد ،.  

  صورت را كه چگالي احتمال توأم آنها بهY و Xدو متغير تصادفي . 1-23

⎩
⎨
⎧ <+>>

=
جاهاساير  0

200
2

1 yxyx
yxf

,,
),(  

XYU چگالي احتمال 1-1ي با استفاده از قضيه. است در نظر بگيريد   . را بيابيد=−

، براي تعيين چگالي توأم 2-2ي  را با استفاده از قضيه23-1تمرين . 1-24

XYU XV و =−   .، مجدداً حل كنيدUاي  و سپس يافتن چگالي حاشيه=

فرض كنيد كه . 1-25
1

X و 
2

X دو متغير تصادفي پيوسته باشند كه چگالي احتمال 

  صورت توأم آنها به

⎩
⎨
⎧ <<<<

=
0  جاهاساير

10104
21

21

xxxy
xxf

,
),(  

2 چگالي احتمال توأم .است

11
XY  و =

212
XXY   . را بيابيد=

فرض كنيد . 1-26
1

X و 
2

X دو متغير تصادفي پيوسته باشند كه چگالي احتمال توأم 

  صورت آنها به

⎩
⎨
⎧ <+<<<<

=
0  جاهاساير

1101024 yxyxxy
yxf

,,
),(  

YXZچگالي احتمال توأم . است XW و =+   . را بيابيد=

 دو متغير تصادفي مستقل باشند كه هر دو توزيع گاماي Y و Xفرض كنيد . 1-27

  . همانند دارند

 چگالي احتمال توأم متغيرهاي تصادفي )الف
YX

XU YXV و =+   . را بيابيد=+

  .را مشخص كنيد را بيابيد و آنUاي  چگالي حاشيه)ب
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   تابع مولد گشتاور  روش1-5

هاي مولد گشتاور در تعيين توزيع احتمال يا چگالي تابعي از متغيرهاي تصادفي، تابع

تواند نقش مهمي ستقل است، ميوقتي تابع مزبور تركيبي خطي از متغيرهاي تصادفي م

روش مورد نظر مبتني بر اين قضيه است كه تابع مولد گشتاورهاي مجموع . داشته باشد

nهاي مولد گشتاورهاي آنهاست، يعنيضرب تابع متغير تصادفي مستقل برابر حاصل  

اگر . 3-1ي قضيه
12

XXXn و ،،، ستقل باشند و مجموع آنها  متغيرهاي تصادفي م…

nXXXY +++= �

21
  ، آنگاه 

∏
=

=
n

i
XY tMtM

i
1

)()(  

tM)(كه در آن 
iX مقدار تابع مولد گشتاورهاي iXازاي  بهtاست .  

  اند، داريمبا استفاده از اين واقعيت كه متغيرهاي تصادفي مستقل. برهان
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براي اثبات قضيه در حالت گسسته تنها . كندكه قضيه را براي حالت پيوسته اثبات مي

  .ها را قرار دهيمها، مجموعي انتگرالجاي همهبايد به

 توزيع احتمال يا چگالي متغير دست آوردنتوجه كنيد كه اگر بخواهيم براي به      

nXXXYتصادفي  +++= �

21
كار بريم، بايد شناسايي توزيع  را به3-1ي  قضيه
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ي تناظر بين ي يكتايي درباره قادر باشيم و به قضيهtMY)(احتمال يا چگالي متناظر با 

  .ال استناد كنيمهاي احتمها يا چگاليهاي مولد گشتاورها و توزيعتابع

 متغير تصادفي nتوزيع احتمال مجموع . 15-1مثال 
12

XXXn  را كه به ترتيب … و ،، ،

توزيع پواسون با پارامترهاي 
12

λλλ و ،،، …nدارند بيابيد .  

  با توجه به تابع مولد توزيع پواسون براي هريك از متغيرهاي تصادفي. حل

)()( 1−λ=
t

i
i

e
X etM  

nXXXYو لذا براي  +++= �

21
  آوريمدست مي به

))(()()( 1

1

1
21

−λ++λ+λ

=

−λ == ∏
t

n
t

i e
n

i

e
Y eetM �  

 تابع مولد گشتاورهاي توزيع پواسون با tMY)(توان تشخيص داد كه سهولت ميكه به

nλ++λ+λ=λپارامتر  �

21
 متغير تصادفي مستقل از nبنابراين توزيع مجموع .  است

nλ++λ+λ=λ دارند، توزيعي پواسون با پارامتر iλتوزيع پواسون با پارامتر  �

21
 

  .است

اگر . 16-1مثال 
12

XXXn و ،،، تصادفي مستقل باشند كه توزيع نمايي با  متغيرهاي …

nXXXY دارند، چگالي احتمال متغير تصادفي θپارامتر  +++= �

21
  . را بيابيد

   است، پسθ=β و α=1چون توزيع نمايي، توزيع گاما با . حل
1

1
−θ−= )()( ttM

iX  

  اين و بنابر

.)()()( n
n

i
Y tttM −

=

− θ−=θ−= ∏ 11

1

1  

 و n=α، تابع مولد گشتاورهاي گاما با Yتاورهاي با تشخيص اينكه تابع مولد گش

θ=βگيريم كه توزيع مجموع  است، نتيجه ميn متغير تصادفي مستقل كه توزيع 

  . استθ=β و n=α با پارامترهاي  دارند، توزيع گاماθنمايي با پارامتر 
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دست آوردن تابع مولد گشتاورهاي  راهي آسان و ظريف براي به3-1ي قضيه      

فرض كنيد كه . كنداي فراهم ميتوزيع دوجمله
12

XXXn  متغيرهاي تصادفي … و ،،،

xxxfي مستقلي باشند كه همگي توزيع برنول −θ−θ=θ 1
1  دارند x=,10ازاي ، به);()(

  بنابراين

)()()( ..
111

10 −θ+=θ+θ−= ttt
X eeetM

i
  

  دهد نتيجه مي3-1ي لذا قضيه

[ ] [ ]nt
n

i

t
Y eetM )()()( 1111

1

−θ+=−θ+= ∏
=

  

اي با شود كه تابع مولد گشتاورهاي توزيع دوجملهآساني تشخيص داده ميكه به

nXXXYالبته .  استθ و nپارامترهاي  +++= �

21
 nها در ، تعداد موفقيت

است، زيرا  امتحان
1

Xها در اولين آزمايش،  تعداد موفقيت
2

Xها در  تعداد موفقيت

گونه كه بعداً همان. امين آزمايش استnها در  تعداد موفقيتnX، ...دومين آزمايش، 

  .اي استخواهيم ديد، اين نگرشي سودمند به توزيع دوجمله

  تمرين

 متغير تصادفي مستقل، توزيع هندسي با kبا استفاده از اين واقعيت كه اگر . 1-28

اي شان متغيري تصادفي است كه توزيع دوجمله داشته باشند مجموعθن پارامتر يكسا

اي منفي را  دارند، تابع مولد گشتاورهاي توزيع دوجملهk و θمنفي را با پارامترهاي 

  .بيابيد

 و αتصادفي مستقل، توزيع گاماي يكسان با پارامترهاي يكسان  متغير nاگر . 1-29

β داشته باشند، تابع مولد گشتاورهاي مجموع آنها را بيابيد و در صورت امكان توزيع 

  .اين مجموع را مشخص كنيد

 و iμهاي هاي نرمال با ميانگين، توزيعiXل  متغيرهاي تصادفي مستقnاگر . 1-30

 داشته باشند، تابع مولد گشتاورهاي مجموع آنها را بيابيد و توزيع iσانحراف معيار 

  .متناظر، ميانگين و واريانس آن را مشخص كنيد
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   .را ثابت كنيد 3-1ي تعميم زير از قضيه. 1-31

اگر 
12

XXXn   متغيرهاي تصادفي مستقل باشند، و … ،، ،

nn XaXaXaY +++= �

2211
  

  آنگاه 

∏
=

=
n

i
iXY taMtM

i
1

)()(  

tM)(كه در آن 
iX مقدار تابع مولد گشتاور iXازاي  بهtاست .  

 iX متغير تصادفي nكار بريد و نشان دهيد كه اگر  را به31-1ي تمرين جهنتي. 1-32

   داشته باشند، آنگاهiσ و انحراف معيارهاي iμهاي هاي نرمال با ميانگينتوزيع

nn XaXaXaY +++= �

2211
  

  ميانگين و انحراف معيار اين توزيع چه هستند؟.  نرمال داردتوزيع



  
  

   مدوفصل 
  
  

 گيريهاي نمونهتوزيع
  
  

 قدمهم  2-1

 در كه پردازدمي شانسي برآمدهاي از حاصل هايپيشگويي و نتايج به عمدتاً آمار

 متناهي، حالت در .آيندمي پيش اند،شده ريزيطرح دقتبه كه تحقيقاتي و هاآزمايش

 از مشاهداتي يا هاگيريهانداز از اينمونه يا زيرمجموعه، تشكيل شانسي برآمدهاي اين

 برآمدهاي شانسي پيوسته، حالت در .دهندمي را جامعه نامبه بزرگتري يهمجموع

  يا ،جامعه توزيع را توزيع اين كه اندتوزيعهم تصادفي متغيرهاي مقادير معمولاً

 زا كه، است معني اينبه »نامتناهي« يهكلم .ناميممي گيرينمونه مورد نامتناهي يهجامع

 است، مشاهده قابل آنها مقادير كه تصادفي متغيرهاي عداد ابر حدي منطقي، لحاظ

  .نيست متصور

 .اندرفته كاربه عادت و عرف برخلاف يودحد تا اينجا در اصطلاحات اين يههم      

 بين از را ديابت به مبتلا فرد پنج پزشكي شود قرار آزمايش، يك از بخشي عنوانبه اگر

 فن غيراهل فردي ،دهد قرار خاص آزمايشي مورد را آنها سپس و انتخاب نفر 40

زبان  در .است كرده انتخاب او كه بداند فردي پنج از متشكل را نمونه است ممكن

 شودمي داده ترجيح آمار در .رودمي كار  به صورت همينبه »نمونه« اصطلاح روزمره،

 نگريسته شود كه مركب از ايجامعه از اينمونه عنوانبه فرد آزمايش پنج يجهتين به كه

 .اندشده تشكيلبه اين ترتيب، هم جامعه و هم نمونه از اعداد .  نفر است40وزن 



��   �����	 
 ���   �  

 ترانزيستور، از معين نوعي مفيد عمر متوسط كردن برآورد براي كه كنيد فرض همچنين

 مورد را آنها زماني مدت براي كند،مي انتخاب را تورهاترانزيس اين از عدد ده مهندسي

 اين اگر .كندمي يادداشت را آنها از هريك افتادن كار از زمان و دهد،مي قرار آزمايش

 پارامتر با نمايي توزيع داراي كه باشند تصادفي متغيرهاي مقادير افتادن، كار از هايزمان

θ ،دهندمي تشكيل را نمايي يهجامع از اينمونه هاداده اين كه گوييم است.  

 يهدربار تعميم قابل معتبر طرزي به اينمونه هرقابل تصور است كه نتايج       

 در كه باطناست هايروش اغلب واقع، در .نيست است، شده حاصل آن از كه ايجامعه

 يهنمون يك با كه تاس فرض اين بر مبتني شوند،مي واقع بحث مورد كتاب اين

 سروكار هاييجامعه از تصادفي هايينمونه با اغلب عمل در .داريم سروكار تصادفي

 نتيجه، در .اندنامتناهي گويي كه طوريبه اندبزرگ كافي قدربه اما متناهي كه داريم

 شامل داد، خواهيم قرار بحث مورد كه هاييروش اغلب و آماري يهنظري اعظم بخش

 هاينمونه از تعريفي با را بحث اينجا در و اند،نامتناهي هاييجامعه از اييهنمونه

 تصادفي هاينمونه به 3-2 بخش در بعداً .كنيممي آغاز نامتناهي هايجامعه از تصادفي

  .پرداخت خواهيم متناهي هايجامعه از

،،،اگر .1-2 تعريف

12
XXX n باشند، گوييم  يعتوزمتغيرهاي تصادفي مستقل و هم …

توزيع  توسط دهند كهاي نامتناهي را ميتصادفي از جامعه يهنمون يك كه تشكيل

  .شودمشترك آنها مشخص مي

),,,( اگر       nxxxf …

21
 مقادير از ايمجموعه ازايبه توأم توزيع تابع قدار م

),,,( nxxx …

21
   داريم باشد، 

∏
=

=
n

i
in xfxxxf

1

21
)(),,( …  

)( آن در كه ixf جامعه در توزيع مقدار ix است.  
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 يهجامع يك از باجايگذاري گيرينمونه مورد در 1-2 تعريف كه نمائيد ملاحظه      

 بخش در را متناهي هايجامعه از جايگذاريبدون گيرينمونه فرماست،حكم نيز متناهي

  .دهيممي رقرا بحث مورد 2-3

 كه تصادفي متغيرهاي بر يعني هستند، متكي هاآماره بر معمولاً آماري هاياستنباط      

 مانند تصادفي متغيرهاي يهمجموع يك از هاييتابع
12

XXX n  اينمونه كه اند،… ،، ،

 و اينمونه ميانگين ناميم،مي »آماره« آنچه از نوعي موارد .دهندمي تشكيل تصادفي

  .هستند اينمونه واريانس

،،، اگر .1-2تعريف 

12
XXX n    آنگاه دهند، تشكيل تصادفي اينمونه …

n

X

X

n

i
i∑

== 1  

   و اينمونه ميانگين

1

1

2

2

−

−

=
∑
=

n

XX

S

n

i
i )(

  

  .شودمي ناميده اينمونه واريانس

 تصادفي هاينمونه مورد در هاتن اند،شده داده اينجا در كه صورتي به تعاريف، اين      

 براي نحو، همينبه توان،مي را اينمونه واريانس و اينمونه ميانگين ولي روند،مي كاربه

 تصادفي متغيرهاي از ايمجموعه هر
12

XXX n   .كرد تعريف …،،،

 واريانس« و ،»اينمونه ميانگين« ،»آماره« يا »تصادفي يهنمون« معمولاً اصطلاحات      

  نيز تصادفي، متغيرهاي خود جايبه تصادفي، متغيرهاي مقادير مورد در را »اينمونه

 آن ايمحاوره كاربرد با و است ترمعقول امر اين شهودي، لحاظ از .برندمي كاربه 

  مقادير است ممكن مثلاً .دارد مطابقت

            

1

1

2

21

−

−
==
∑∑ ==

n

xx
s

n

x
x

n

i i
n

i i )(
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 اينمونه ميانگين ها،آماره اين به و كنيم محاسبه شده مشاهده اينمونه هايداده براي را

 تصادفي متغيرهاي مقادير 2sو ،ix، x اينجا، در .كنيم اطلاق اينمونه واريانس و

 با كه زماني حتي 2sو x مربوط هايفرمول واقع در .هستند 2S و ،iX، X متناظر

 اين در كه روندمي كاربه داريم، سروكار اينمونه هايداده لزوماً نه و داده نوع هر

  .ناميممي واريانس و ميانگين اًصرف را 2s و x صورت

 هاآماره از هاييمثال عنوان به صرفاً را 2Sو  X اينجا در كه بود متوجه بايد      

 هايفصل و فصل اين در بعداً كه موجودند ديگري متعدد هايآماره و ايمكرده معرفي

  .شد خواهند معرفي آتي

   توزيع ميانگين 2-2

 تغيير ديگر يهنمون به اينمونه از آنها مقادير هستند، تصادفي متغيرهاي ها،آماره چون

 قسمت .شود اطلاق گيرينمونه هايتوزيع آنها، توزيع به كه است مرسوم و كند،مي

 دارند، كاربرد در يمهم نقش كه ايينمونه هايتوزيع به فصل اين يهماندباقي اعظم

  .يابدمي اصاختص

 مورد يه ماهيت جامعيههاي كاملاً كلي درباركه تنها برخي فرض حالتي در ابتدا      

   ميانگين گيرينمونه هايتوزيع يهنظري از قسمتي يهمطالع به گيري است،نمونه

  .پردازيممي

 اگر .1-2 يقضيه
12

XXX n  كه ميانگين نامتناهي ايجامعه از تصادفي اينمونه …،،،

  آنگاه ،دهد تشكيل  است2σ و واريانس آن μآن 

( ) ( ) .var,
n

XXE
2σ=μ=      

XY فرض با .برهان    دستبه رياضي، اميد بودن خطي خاصيت استفاده با و =

 آوريممي
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( ) ,)( μ=μ=μ=∑
= n

n
n

XE
n

i

11

1

  

)(=μ زيرا iXE. بودن مستقل به توجه با همچنين 
12

XXX n  داريم ،… ،،،

( ) .)(var
nn

n
n

X
n

i

2

2

2

2

1

2

11 σ=σ⋅=σ⋅=∑
=

  

2 صورت به را var(X( و Xμ صورت به را XE)(=μ كه است مرسوم      

Xσ 

 معيار خطاي فرمول .كنندمي اطلاق ميانگين معيار خطاي Xσ به و نويسند،مي

 ميانگين،
nX

σ=σ، توزيع معيارانحراف كه دهدمي نشان X افزايش با n، يهانداز 

 واقعاً ما و شودمي بزرگتر n وقتي كه است معني بدان اين .يابدمي كاهش ،نمونه

 توانيممي آوريم،مي دستبه را )بيشتري تصادفي متغيرهاي مقادير( بيشتري اطلاعات

 ترنزديك داريم، را آن برآورد قصد كه كميتي ،μ به X مقادير كه باشيم داشته انتظار

 به ترصوري طوربه توانيممي را مطلب اين كنيم، مراجعه چبيشف يهقضي به گرا .شوند

  .كنيم بيان زير صورت

 c+μ و c−μ بين مقداري X اينكه احتمال ،c مثبت ثابت هر ازايبه .2-2 يقضيه

  حداقل ند،ك اختيار

2

2

1

nc

σ−  

  .كندمي ميل يك به احتمال اين ،n→∞+وقتي  .است

 اهميت نظري لحاظ از اصولاً شود،مي ناميده بزرگ اعداد قانون كه ،قضيهاين       

   از يكي ،حدمركزي يهقضي است، ترمهم بسيار عملي لحاظ از كه اينتيجه .دارد

 متغير n يهشد استاندارد ميانگين حدي توزيع به كه است، آمار قضاياي ينترمهم

 تصادفي، متغير n كه درحالتي تنها را قضيه اين ما .پردازدمي ،n→∞+ وقتي تصادفي،

   .كنيممي مطرح است، موجود آن ياورهاگشت مولد تابع كه هستند ايجامعه از اينمونه
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 اگر )مركزي حد يهقضي( 3-2 يقضيه
12

XXX n  ايجامعه از تصادفي اينمونه …،،،

 گشتاورهاي مولد تابع و ،2σ واريانس ،μ ميانگين داراي كه دهند تشكيل را نامتناهي

)(tM X ،حدي توزيع صورت اين در است 

n

X
Z

/σ
μ−=  

  .است استاندارد نرمال توزيع ،n→∞+ وقتي

 قضيه اين موجب به كه شودمي تعبير چنين غلط به حدمركزي يهقضي گاهي،      

 زيرا نيست درست تعبيري چنين .كندمي لمي نرمال توزيع به n، X→∞+ وقتي

0=
+∞→

)var(lim X
n

 با X توزيع تقريب حدمركزي، يهقضي برطبق ديگر سوي از ،

 واريانس، و μ ميانگين به نرمال توزيع
n

2σ، وقتي n در .است مجاز ،باشد بزرگ 

 گيرينمونه مورد يهجامع شكل به توجه بدون تقريب اين از ،n≤30 وقتي عمل،

 با .است برانگيز سوال تقريب، اين از استفاده n كوچك مقادير براي .شودمي استفاده

  .ببينيد را زير 4-2 يهقضي حال اين

 كه اندكرده تنظيم طوري را ليواني يهنوشاب يهفروشند خودكار هدستگا يك .1-2 مثال

 با تصادفي متغيري شود،مي خارج آن از )دكمه فشار هر از بعد( كه اينوشابه مقدار

 اينكه احتمال است مطلوب .است ليترميلي 15 معيارانحراف و ليترميلي 200 ميانگين

 آن از 36 يهانداز به تصادفي يهنمون يك در كه يانوشابه مقدار )ميانگين( متوسط

  .باشد ليترميلي 204 حداقل شود،مي خارج

μ=200 ميانگين داراي Xتوزيع ،1-2 يهبنابرقضي .حل X عيارم انحراف و 

52

36

16

/==σX ،است نرمال تقريباً توزيع اين مركزي، حد يهقضي بنابر و است. 

 چون

61

52

200204

/
/

=−=z  
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  كه شودمي نتيجه 3 جدول از

( ) ( ) .//// 05480445205000061204 =−=≥=≥ ZPXP  

 ،Xتوزيع است، نرمال گيرينمونه مورد يهجامع وقتي كه است توجه جالب      

  .است نرمال ،n يهانداز از صرف نظر

 نرمالي يهجامع از n يهانداز به تصادفي يهنمون يك ميانگين X اگر .4-2 يقضيه

 μ ميانگين با نرمال توزيعي آن، گيرينمونه وزيعت باشد، 2σ واريانس و μ ميانگين با

 واريانس و
n

2σ است.  

 توانمي پس هستند X با توزيعهم تصادفي يهنمون هاiX ،2-1 يهقضي بنابر .برهان

  كه نوشت

( )
n

X

n

i
X

X
X n

t
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n

t
MtM

in

i
i
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1

1

  

 به صورت ،2σ واريانس و μ ميانگين با نرمال توزيع گشتاورهاي مولد تابع چون و

22

2

1

tt

X etM
σ+μ

=
 

)( 

  كه گيريممي نتيجه است،

.

][)(

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ σ+μ
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⎠
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1
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1

  

 توزيع تاورهايگش مولد تابع گشتاورها، مولد تابع اين كه شودمي ديده درنگبي      

 واريانس و μ ميانگين با نرمال
n

2

σ لذا بنابر يكتايي تابع مولد گشتاورها قضيه .است 

  .شودثابت مي
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  هاي متناهيجامعه:   توزيع ميانگين2-3

 اصربا عن متناهي ايمجموعه از بيشتر يا مقدار يك انتخاب از متشكل آزمايشي اگر

{ }Nccc  ,,, …

21
 در .نامندمي Nي هانداز با متناهي ايجامعه را مجموعه اين باشد، 

   N يهانداز با متناهي ايجامعه از كه شد خواهد فرض آيد،مي ذيلاً كه تعريفي

  .كنيممي گيرينمونه جايگذاريبدون

 راگ .3-2تعريف 
1

X اندازه با متناهي ايجامعه از شده استخراج مقدار ليناو N، 
2

X 

 احتمال توزيع و باشد شده استخراج مقدار امينnX، n...، شده، استخراج مقدار دومين

   عبارت با متغيرها اين مقادير از مرتب تاييn هر ازايبه تصادفي متغير n اين توأم

( )
( ) ( )11

1

21 +−−
=

nNNN
xxxf n

�

…,,,  

 كه يمئگو آنگاه باشد، شده داده
12

XXX n  يهجامع از  تصادفييهنمون يك …،،،

  .دهندمي تشكيل مفروض متناهي

 در اام است، تصادفيهاي متغير از ايمجموعه تصادفي يهنمون ،1-2تعريف  دمانن      

 تصادفي، متغيرهاي مقادير به »تصادفي يهنمون« اصطلاح كه است مرسوم نيز اينجا

  .شود اطلاق هم شده استخراج واقعي اعداد يعني

 هر به مربوط احتمال كه شودمي نتيجه 3-2 تعريف توأم احتمال توزيع از      

 براي ترتيب رعايت بدون( متناهي يهجامع عنصر N از عنصري nي هزيرمجموع

 از است عبارت )شده استخراج مقادير

( ) ( )
.

!

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

+−−
n

NnNNN

n 1

11 �

  

 اينمونه انتخاب براي معياري عنوان به يا ديگر تعريفي عنوان به اغلب عبارت اين      

 از يك هر :شودمي داده N يهانداز با متناهي ايجامعه از n يهانداز به ادفيتص

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
n

N باشند داشته يكسان هاياحتمال بايد ممكن يهنمون.  
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nr ازايبه ،X ايحاشيه توزيع كه شودمي نتيجه بالا توأم توزيع از همچنين ,,, …21= 

 از است عبارت

( ) Nrr cccx
N

xf ,,,; …

21

1 ==       

 يهجامع واريانس و ميانگين را گسسته يكنواخت توزيع اين واريانس و ميانگين و

  اين بنابر .ناميممي متناهي

} متناهي يهجامع واريانس و ميانگين .4-2تعريف  }Nccc   ,,, …

21
 از رتندعبا 

( ) ., ∑∑
==

⋅μ−=σ⋅=μ
N

i
i

N

i
i N

c
N

c
1

22

1

11

      

 توأم ايحاشيه توزيع كه شودمي نتيجه 3-2تعريف  توأم احتمال توزيع از سرانجام      

،،،تصادفي متغيرهاي از تا دو هر

12
XXX n  متناهي يهجامع عناصر جفت هر ازايبه …

  عبارت با

( )
( )1
1

−
=

NN
xxg sr ,  

   كه دهيم نشان توانيممي اين بنابر .شودمي داده

 تصادفي اينمونه از تصادفي متغيرهاي امينs و امينsX، r و rX اگر .5-2 يقضيه

} متناهي يهجامع از كه باشند، n يهانداز به }Nccc ,,, …

21
   آنگاه اند،شده استخراج 

( ) .,cov
1

2

−
σ−=

N
XX sr  

  كوواريانس تعريف بنابر .برهان
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 چون و

( ) ( ) ( ) ( ),μ−−=μ−−μ−=μ−∑ ∑
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N
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j
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1 1

  

 لذا
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( )

( ) .,cov 2
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1

1 σ⋅
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−=μ−⋅
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= N

c
NN

XX
N

i
isr  

 1-2 يهقضي با متناظر كه كنيممي ثابت را زير يهقضي اينك ،اين نتايج از استفاده با      

  .است متناهي هايجامعه از تصادفي هاينمونه براي

 متناهي ايجامعه از n يهانداز به تصادفي يهنمون يك ميانگينXاگر .6-2 يقضيه

  آنگاه باشد، 2σ واريانس و μ ميانگين با N يهانداز به

( ) ( ) ..var,
nN

nN
XXE

2

1

σ
−
−=μ=       

 ، 1-2ي ي برهان قضيهمشابه .برهان
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و  1-2 هايهقضي در var(X( براي كه فرمولي دو تفاوت كه است توجه جالب      

 عامل در تنها اندآمده دستبه 2-6
1−

−
N

nN، ي متناهي  كه عامل تصحيح جامعهاست

 فرمول دو بين تفاوت باشد، بزرگ n با مقايسه در Nوقتي واقع، در .شودناميده مي

)var(X ًاستخراج نمونه گيبزر متناهي يهجامع از وقتي و است، ناچيز عموما   

 فرمول شود،مي
nX

σ=σ يك .گيردمي قرار استفاده مورد تقريب عنوان به اغلب 

 جامعه درصد 5 از بيش شامل نمونه كه مادام تقريب اين از كه است اين كلي يهقاعد

  .كنند استفاده نباشد،

  تمرين

 اگر .2-1
12

XXX n  ازايبه آنگاه باشد، نامتناهي يك جامعه از تصادفي اينمونه …،،،

nr ,,, …21=،  

.),cov( 0=XXX r -  

 اگر نشان دهيد كه .2-2
1112121222

12

XXXXXX nn  تصادفي متغيرهاي …… ،، ، ، ،، ،

 كه طوريبه باشند مستقلي
1

nتاي ميانگين با نامتناهي ايجامعه از تصادفي اينمونه لاو 

1
μ 2 واريانس و

1
σ، و 

2
nميانگين با نامتناهي ايجامعه از تصادفي اينمونه ديگر تاي 

2
μ 2 واريانس و

2
σ آنگاه دهند، تشكيل را   

 )الف
2121

μ−μ=− )( XXE،  

 )ب
2

2

2

1

2

1

21 nn
XX

σ
+

σ
=− )var(.  

 استخراج نرمال هايجامعه از نمونه دو اگر كه دهيد نشان 2-2 تمرين به رجوع با .2-3

 آنگاه ، باشند شده
21

XX  ميانگين با نرمال توزيع كه است تصادفي رييمتغ −
21

μ−μ 

 واريانس و
2

2

2

1

2

1

nn

σ
+

σ
  .دارد 
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 اگر .2-4
12

XXX n  با هاي برنوليتوزيع كه باشند مستقلي تصادفي متغيرهاي �،،،

 انشن Θ̂ با را آن كه است،  آزمايشn در هاموفقيت نسبت X آنگاه دارند θ پارامتر

   كه كنيد تحقيق .دهيممي

  ،E)ˆ(θ=Θ )الف

 )ب
n

)(
)ˆvar(

θ−θ=Θ 1.  

 ليناو اگر .2-5
1

n پارامتر با برنولي عتوزي داراي 2-2 تمرين تصادفي متغير 
1

θ و 
2

n 

 پارامتر اب برنولي عتوزي داراي ديگري تصادفي متغير
2

θ ،4-2 تمرين نمادهاي اب باشد، 

   كه دهيد نشان

 )الف
2121

θ−θ=Θ−Θ )ˆˆ(E،  

 )ب
2

2
1

2

1

1
1

1

21 nn

)()(
)ˆˆvar(

θ−θ
+

θ−θ
=Θ−Θ.  

 صحيح اعداد از متشكل كه نامتناهي اياز جامعه تصادفي اينمونه اگر .2-6

12 ، ، ،  N   كه دهيد نشان شود، ابانتخ است، …

 ،X توزيع ميانگين )الف
2

1)( +N است .  

 ،X توزيع واريانس )ب
12

11 ))(( nNN

n

   . است +−

XnY توزيع واريانس ميانگين )ج    از عبارتند =

.
))((

)var(,
)(

)(
12

1

2

1 nNNn
Y

Nn
YE

−+=+=                  

 ،10 ،18 ،13 ،15 عدد 10 از كه مركب را متناهياي جامعه واريانس و ميانگين .2-7

  . كنيد پيدا است، 9 ،20 ،11 ،7 ،21 ،6

} متناهي جامعه واريانس كه نشان دهيد .2-8 }Nccc ,,, …

21
   به صورت توانمي را 

22 1

2

μ−=σ ∑ =
N

cN
i i  

  .نوشت 
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   از يك هر با ايجامعه از توانمي را n=3 ياندازه به متفاوت نمونه چند .2-9

اند كه حداقل در يك مقدار دو نمونه وقتي متفاوت (كرد استخراج زير هاياندازه

  ؟)متفاوت باشند

  ،N=12 )الف

   ،N=20 )ب

  .N=50 )ج

   گاههر است چقدر ممكن يهنمون هر احتمال .2-10

 N=12ي هانداز به متناهي ايجامعه از n=4 يهبه انداز تصادفي اينمونه )الف

  شود؟ استخراج

 N=22ي هانداز به متناهي ايجامعه از n=5ي هانداز به تصادفي اينمونه )ب

  شود؟ استخراج

 N=50ي هانداز به متناهي ايجامعه از n=3ي هانداز به تصادفي اينمونه اگر .2-11

 چقدر شود، منظور نمونه در جامعه از خاصي عنصر اينكه احتمال شود، استخراج

   است؟

 چه يانگينم معيار خطاي براي نامتناهي ايجامعه از تصادفي هاينمونه براي .2-12

   نمونه يهانداز كه درصورتي آيديم پيش وضعي

  يابد؟ افزايش 120 به 30 از )الف

  يابد؟ افزايش 180 به 80 از )ب

  يابد؟ كاهش 50 به 450 از )ج

  يابد؟ كاهش 40 به 250از )د

 تصحيح عامل مقدار .2-13
1−

−
N

nN براي را متناهي جامعه   

50200 )الف == nN   ،و

50300 )ب == nN   ،و

200800 )ج == nN   ،و 
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  .كنيد پيدا

 ميانگين با نامتناهي ايجامعه از n=100 ياندازه به تصادفي يهنمون يك .2-14

75=μ 256 واريانس و
2 =σ استفاده چبيشف يهقضي از اگر .است شده انتخاب 

 و 67 بين X براي دست آمدههب مقدار كه كنيم حكم توانيممي احتمالي چه با كنيم،

  گيرد؟مي قرار 83

 چبيشف، يهقضي جايبه مركزي حد يهقضي از استفاده با را 14-2تمرين  .2-15

  .كنيد حل مجدداً

 و μ=128 ميانگين با نامتناهي ايجامعه از n=81 اندازه به تصادفي اينمونه .2-16

 مقدار كه كنيم حكم توانيممي احتمالي چه با .است شده اختيار σ=/36 معيار انحراف

6126 بين X براي آمده دستهب 4129و /    از كه صورتي در گرفت، نخواهد قرار /

   ،چبيشف يقضيه )الف

   ،مركزي حد يقضيه )ب

  .كنيم استفاده

 با متناهي و نبوده نامتناهي اينكه جامعه فرض با را، 16-2 تمرين )ب(قسمت .2-17

400=N ،كنيد حل مجدداً باشد .  

86 و μ=/451 با نرمال ايجامعه از 64 اندازه به تصادفي اينمونه .2-18 /=μ 

   نمونه ميانگين اينكه است مطلوب .است شده اختيار

952 از بيشتر )الف /،  

550 بين )ب 352و / /،  

650 از كوچكتر )ج /.  

 .است اختيارشده σ=25 با نرمال جامعه از 100 به اندازه تصادفي يهنمون يك .2-19

  .باشد بيشتر يا 3 جامعه ميانگين و نمونه ميانگين بين اختلاف احتمال است مطلوب

 هايميانگين با جامعه دو از هريك از 400يهانداز به مستقلي تصادفي هاينمونه .2-20

3030 معيارهاي انحراف و ربابر
2

=σ=σ
1

 يهاز قضي با استفاده .اندشده اختيار و 
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990 حداقل احتمال با 2-2 تمرين نتايج و چبيشف  براي آمده دستهب مقدار درباره ،/

21
XX  در هامونهن كه است آن استقلال از منظور( بكنيم؟ توانيممي حكمي چه −

  ).باشند صادق 2-2 تمرين شرايط

 3-2 تمرين يهنتيج از نرمال باشند، 20-2 تمرين يهجامع دو اينكه فرض با .2-21

   كه كنيد پيدا طوري را k كرده، استفاده

./)( 990
21

=<−<− kXXkP  
30 اندازه به مستقلي تصادفي هاينمونه .2-22

1
=n 50و

1
=n با نرمال يهجامع دو از 

78 هايميانگين
1

=μ 75و
2

=μ 150 هايواريانس و
2

1
=σ 200 و

2

2
=σ اندشده اختيار. 

 يهنمون ميانگين از لوا يهنمون ميانگين اينكه احتمال يافتن براي 3-2 تمرين نتايج از

84 قدربه حداقل مدو   .كنيد استفاده باشد، بيشتر /

 هستند، خود سكونت محل مالك كه معين، شهري در هاخانواده نسبت واقعي .2-23

700  و گيرند قرار پرسش مورد تصادف به شهر اين در خانواده 84 اگر .است /

 متغيرهاي مقادير عنوان به ،مستاجرند يا خانهصاحب كه سوال اين به آنها هايجواب

700 پارامتر به يكسان برنولي هايتوزيع با  مستقلتصادفي /=θ چه با شود، تلقي 

 بين ،Θ̂ يعني اي،نمونه براي آمده دستهب مقدار كه كنيم حكم توانيممي احتمالي

640760 //    و 4-2 تمرين يهنتيج از  استفادهشرط به گيرد،مي قرار  و  

  ،چبيشف يهقضي )الف

   مركزي حد يهقضي )ب

400 كنندمي ييدأت را خاصي مالياتي طرح كه مردهايي نسبت واقعي .2-24  نسبت و /

250 زنان براي متناظر 500 .است /
1

=n 400 و مرد
2

=n مصاحبه تصادف به زن  

 هايعتوزي با مستقل متغيرهاي مقادير عنوان به آنها فرد فرد هايجواب و اندشده 

400 مربوطه پارامترهاي با برنولي
1

/=θ 250 و
2

/=θ از استفاده با .شودمي تلقي 

93750 حداقل اينكه احتمال با چبيشف، يهقضي  يهدربار /
21

Θ−Θ  بين اختلاف ،ˆˆ

   كرد؟ تواندمي حكمي چه ،قمواف هايجواب اينمونه هاينسبت
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  دو  توزيع خي 2-4

 آن كه است خاصي توزيع داراي 2X آنگاه باشد، استاندارد نرمال توزيع داراي X اگر

 در دوخي توزيع كه است نقشي بودن مهم براي دليلي اين و ناميم،مي دوخي توزيع را

 نشان »2χ توزيع« با اغلب دوخي توزيع .دارد نرمال هايجامعه از گيرينمونه مسائل

 مقادير دادن نشان براي .است خي يوناني كوچك حرف χ آن در كه شودمي داده

 دادن نشان از اما كنيم،مي استفاده 2χاز دارند دوخي توزيع كه نيز تصادفي متغيرهاي

 خودداري است، خي يوناني بزرگ حرف Χ آن در كه 2Χ نظير تصادفي متغيرهاي

 مقادير با تصادفي متغيري X آيا حالت هر در كه مطلب اين تكرار از كار اين .كنيممي

x مقادير با تصادفي متغير يا χ ،كندمي جلوگيري است.  

 تابع هرگاه است آزادي يهدرج ν با دوخي توزيع داراي X تصادفي متغير      

   صورت به آن احتمال چگالي

( ) ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
>

Γ=

−−

جاهاساير  0

0

22

1

2

2

2

2

xx
v

xf

xe
v

v

/

//  

 ν :از اندعبارتبه ترتيب  آزادي يهدرج ν با دوخي توزيع واريانس و ميانگين .باشد

  .است زير صورت به آن گشتاورهاي مولد تابع و ،ν2 و

( ) ( ) ./2
21

v
X ttM −−=  

 بيان 10-2 تا 7-2هاي يهقض در كه دارد متعددي رياضي خواص دوخي توزيع      

  .شوندمي

   توزيع داراي 2X اهآنگ باشد، استاندارد نرمال توزيع داراي X اگر .7-2ي قضيه

  .است آزادي يهدرج ν=1 با دوخي

   كه داد نشان توانمي كلي طور به      
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 اگر. 8-2ي قضيه
12

XXX n  نرمال هايتوزيع با مستقل تصادفي متغيرهاي …،،،

  آنگاه باشند، استاندارد

∑
=

=
n

i
iXY

1

2  

  .است آزادي يهدرج n=ν با دوخي توزيع داراي

 ،7-2 يهقضي و ،ν=1 با شده، داده بالا در كه گشتاورها مولد تابع از استفاده با .برهان

  كه گيريممي نتيجه

( ) ( )
2

1

21
2

−−= ttM
iX

  

 اين بنابر

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .∏∏
=

−−

=
−=−===

∑
=

n

i

nn

i
XX

Y tttMtMtM
i

n

i
i 1

22

1

1

2121
2

1

2

  

 يهدرج n=ν با دوخي توزيع مولد تابع مولد، تابع اين كه داد صتشخي توانمي

  .است آزادي

  .شوندمي داده زير قضاياي در دوخي توزيع ديگر خاصيت دو      

 اگر .9-2ي قضيه
12

XXX n  و دوخي هاي توزيع با مستقل تصادفي متغيرهاي …،،،

 با ترتيب به
12

ννν ،،،…n آنگاه باشند، آزادي يهدرج  

∑
=

=
n

i
iXY

1

  

nν++ν+ν با دوخي توزيع داراي �

21
  .است آزادي يهدرج 

  :كرد تعيين را Y توزيع توانمي ،گشتاورهاي مولد تابع از استفاده با .برهان

2

1

2

1

1

1

2121

∑

∑

=

=

ν−

=

ν−

=
−=−=== ∏∏

n

i
i

i

i
n

i
i

tttMtMtM
n

i

n

i
X

X
Y )()()()()(  

  .شودمي تاثبا قضيه و
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اگر  .10-2ي قضيه
1

X و 
2

X كه طوري به باشند مستقل تصادفي متغيرهاي
1

X داراي 

 با دوخي توزيع
1

ν و آزادي، يهدرج 
21

XX  با دوخي توزيع داراي +
1

ν>ν يهدرج 

 آنگاه باشد، آزادي
2

X با دوخي توزيع داراي 
1

ν−ν است آزادي يهدرج.  

 كنيممي تعريف .برهان
21

XXW   پس =+

)()()(

)()()(

)()(

tMtt

tMtMt

tMtM

X

XX

XXW

2

1

21

21

22

2

2121

21

ν
−ν−

ν−

+

−=−

=−

=

  

  نتيجه در

.)()/()()( 222

11

2

212121

ν−ν
−

ν
−ν−

−=−−= ttttM X  

 بعدي هايفصل در آنها از بسياري كه است يمهم ربردهايكا داراي دوخي توزيع      

 غيرمستقيم، و مستقيم كه، هستند خواصي آنها، ترينمهم .گيرندمي قرار بحث مورد

  .زيرند يهقضي بر مبتني

 از n يهدازان به تصادفي اينمونه واريانس و ميانگين 2S و X اگر .11-2ي قضيه

  آنگاه باشد، 2σ واريانس و μ ميانگين با نرمالي يهجامع

1. X 2 وS اندمستقل،  

 تصادفي متغير .2
2

2

1

σ

− Sn   .است آزادي يهدرج n−1 با دوخي توزيع داراي )(

   .داد انجام را 2S و X استقلال اثبات توانمي زير مراحل انجام با .برهان

XX تصادفي متغير دو دهيد نشان ابتدا i ni ازايبه بنابراين .مستقلند X و − ,...,,21= 

) تصادفي متغيرهاي )2XX i ) جهينت در مستقلند X و − )∑
=

− −=
n

i
in

XXS
1

2

1

 از 12

X 29-2 تمرينازجمله ( دارد وجود نيز ديگري هاياثبات .شودمي مستقل.(  
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  حادات با م،دو قسمت اثبات براي

( ) ( ) ( )∑ ∑
= =

μ−+−=μ−
n

i

n

i
ii XnXXX

1 1

222  

 تقسيم 2σ بر را جمله هر اگر حال .ايمآورده هاتمرين در آن تحقيق كه كنيممي شروع

) جايبه و كنيم )∑
=

−
n

i
i XX

1

2 دهيم قرار 2

1 Sn )(   كه شودمي نتيجه ،−

( )
.

/
∑
=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

σ
μ−+

σ

−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

σ
μ−n

i

i

n

XSnX

1

2

2

22

1  

 يهجمل كه دانيممي 8-2 يهقضي از شود،مي مربوط اتحاد اين يهسه جمل به كه آنجا تا

 .است آزادي يهدرج n با دوخي توزيع با تصادفي متغيري ،معادله چپ سمت در واقع

 تصادفي متغيري برابري راست سمت مدو يهجمل 7-2 و 4-2 قضاياي بنابر همچنين،

 نتيجه ،اندمستقل 2Sو X چون حال .است آزادي يهدرج 1 با دوخي توزيع كه است

   نتيجه 10-2 يهقضي از و اند،مستقل معادله راست سمت يهجمل دو كه شودمي

 كه گيريممي
2

2

1

σ

− Sn  آزادي يهدرج n−1 با ودخي توزيع داراي تصادفي متغيري )(

  .است

 جداول شود،مي مطرح بسياري مهم كاربردي موارد در دوخي توزيع چون      

 حاضر كتاب پايان در 4 جدول .است شده تهيه آن چگالي تابع انتگرال براي مبسوطي

2 مقادير بر مشتمل

ναχ 30321 ازايبه , ,,,, …=νو   

00500100250050950975099009950 /,/,/,/,/,/,/,/  =α  
2 آن در كه است،

ναχ  زير در و راست طرف در واقع مساحت كه است ايگونهبه ,

2 يعني .است α برابر )ببينيد را 1-2 شكل( آزادي يهدرج ν با دوخي منحني

ναχ , 

 است، آزادي يهدرج ν با دوخي توزيع داراي تصادفي متغيري X اگر كه است چنان

  آنگاه

( ) α=χ≥ α
2

vXP ,  
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 هاياحتمال معمولاً و كرد استفاده تواننمي 4 جدول از باشد، 30از بزرگتر νوقتي

 با شده، عمل 27-2 و 26-2 هايتمريندر  كه صورتي به  رادوخي توزيع به مربوط

  .زنيممي تقريب نرمال هايتوزيع از استفاده
  

  
  دوخي توزيع .1-2 شكل

  

 بعد رود،مي كاربه هادي نيمه يك در كه ايقطعه ضخامت كه كنيد فرض .2-2 مثال

 كه صورتي در هاقطعه اين ساختن فرآيند كه نيدك فرض همچنين و باشد، آن بحراني

600 از نابيشتر معياري انحراف هاقطعه هايضخامت بين واقعي تغييرات /=σ اينچ 

 هايينمونه باشد، نظارت تحت فرآيند اينكه براي .شود تلقي كنترل تحت باشد، داشته

 از خارج« فرآيند و شوندمي انتخاب ايدوره صورت به n=20 يهانداز به تصادفي

 يهشد مشاهده مقدار با مساوي مقداري 2S آنكه احتمال اگر شودمي قلمداد »كنترل

010 كند، اختيار آن از بزرگتر يا نمونه 600 اينكه وجود با( باشد كمتر يا / /=σ.( رد 

840 ايدوره تصادفي يهنمون يك معيار انحراف كه صورتي /=s مورد در باشد، اينچ 

  گرفت؟ توانمي اينتيجه چه توليد فرآيند

22 كه صورتي در شودمي اعلام »كنترل از خارج« توليد فرآيند .حل
1 σ− /)( Sn با 

20=n 600 و /=σ 2 از بيشتر

19010 ,/χ چون .باشد 

2437

600

840191

2

2

2

2

/
)(

)/()( ==
σ

−

/

sn  

19136 از بزرگتر  تحليل اين در البته، .شودمي اعلام كنترل از خارج فرآيند است، /

 تلقي نرمال يهجامع از تصادفي اينمونه عنوانبه توانمي را نمونه كه شودمي فرض

 .كرد
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  توزيع تي   2-5

 يهجامع از شده استخراج تصادفي هاينمونه براي كه داديم نشان 4-2 يهقضي در

 ميانگين با نرمال توزيع داراي X تصادفي متغير ،2σ واريانس و μ ميانگين با نرمالي

μ واريانس و 
n

2σ ديگر عبارت به است؛  

n

X

/σ
μ−  

 در اصلي مشكل اام است، مهم بسيار نتيجه اين .است استاندارد نرمال توزيع داراي

 .است واقعي كاربردهاي اغلب در جامعه، معيار انحراف ،σ بودن نامعلوم آن، كاربرد

 معيار انحراف مقدار معمولاً  كهرا برآوردي ،σ جايبه كه است آن مستلزم مرا اين

 دقيق توزيع به شود،مي حاصل ترتيب بدين كه اينظريه .دهيم قرار است، S اينمونه

nS

X

/

μ− منجر اند،شده استخراج نرمال يهجامع يك از كه يتصادفي هاينمونه براي 

   .شودمي

 بيان زير يهقضي در كه تركلي ايمساله گيري،نمونه توزيع اين آوردن دستبه براي      

  .پردازيم ميشود،مي

 دوخي توزيع داراي Y باشند، ستقلم تصادفي متغيرهاي Z و Y اگر .12-2 يقضيه

  توزيع آنگاه باشد، استاندارد نرمال توزيع داراي Z و آزادي، يهدرج ν با

vY

Z
T

/
=  

 چگالي تابعداراي 

( ) +∞<<∞−⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

Γπ

Γ
=

+−

ν

+ν
t

v

t

v
tf

v

        ,
)(

)( 2

1

2

2

2

1

1  

  .است

 و y<0 ازايبه آنها توأم چگالي اند،مستقل تصادفي متغيرهاي Z و Y چون .برهان

+∞<<∞− zبه صورت   
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( ) 2

1

2

2

2

1

2

2

1

2

1

2 yv

v

z
ey

v

ezyf
−−−

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛Γ

⋅
π

=

  

,  

),(=0 ،جاها ساير در و است zyf. متغير تبديل روش از استفاده براي صورت اين در 

 يهمعادل
ν

=
/y

z
t برحسب را z و كنيممي حل ν= /ytz آيدمي دستبه. 

=ν بنابراين
∂
∂

/y
t

z. توأم چگالي نتيجه در Y و T به صورت 

( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

>∞<<∞−

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛Γπ

=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−−

جاهاساير  

   

0

0

2

2

2

1

2

1

2
2

1

2

ytey

vtyg

v

tvv

v
,

,  

⎟⎟ متغير تبديل كمك به y روي گيريانتگرال با .است
⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+=ω

v

ty
2

1

2

چگالي  سرانجام ،

Tآيددست مي به صورت زير به 

( ) ., ∞<<∞−⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛Γπ

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +Γ

=

+−

t
v

t
v

v

v

tf

v

      

2

1

2

1

2

2

1

  

اصطلاحاً توزيع       
vY

Z
T

/
. نامندي آزادي مي درجهν، با t ، را توزيع تي،=

 مستعار مان با را خود علمي آثار كه شد معرفي گوست يهوسيل به ابتدا t توزيع

 خود كاركنان به بود، كرده استخدام را او كه شركتي زيرا كرد،مي چاپ »استودنت«

 معروف نيز استودنت يt توزيع به t توزيع بنابراين .دادنمي را آثارشان چاپ يهاجاز

ي بزرگ، حد آن به صورت توزيع ازاي درجه توزيعي متقارن است و بهtتوزيع  .است

  .شودنرمال مي
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 مثلاً .است شده تهيه امعيج جداول دارد، كه يتياهم خاطر به ،t توزيع براي      

00500100250050100 ازايبه να,t مقادير شامل ،5 جدول /,/,/,/,/   =α و   

2921 ,...,,=ν ،آن در كه استνα,t در آن راست سمت در واقع مساحت كه است چنان 

 يعني .است α برابر )ببينيد را 2-2 شكل( آزادي يهدرج ν با t توزيع منحني زير

να,t اگر كه است ايگونهبه T توزيع داراي تصادفي، متغيري t با ν آزادي يهدرج 

  آنگاه باشد،

( ) ., α=≥ α vtTP  

500 ازايبه να,t مقادير شامل جدول اين />α ،0 حول چگالي زيرا نيست=t 

να−να ،بنابراين و است، متقارن = ,, 1
tt. وقتي ν هاياحتمال باشد، بيشتر يا 30 برابر 

  .شوندمي زده تقريب نرمال هايتوزيع از استفاده با معمولاً t توزيع به مربوط
  

  
  t توزيع .2-2 شكل

 هفتم تا پنجم يهافصل در آنها از برخي كه ،t توزيع متعدد كاربردهاي هجمل از      

   بر مبتني )است آن آمدن وجود به دليل كه( آن اصلي كاربرد شد، خواهند بررسي

  .است زير يهقضي

 از n يهانداز به تصادفي اي نمونه واريانس و ميانگين 2S و X اگر .13-2 يقضيه

   آنگاه باشند، 2σ واريانس و μ ميانگين با نرمال يهجامع

nS

X
T

/

μ−=  

  .است آزادي يهدرج n−1 با t توزيع داراي
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  تصادفي متغيرهاي ،4-2 و 11-2 هاي قضيه بنابر .برهان

( )
2

2

1

σ

−=
σ

μ−= Sn
Y

n

X
Z     ,

/
  

 به .استانداردند نرمال توزيع و آزادي يهدرج n−1 با دوخي توزيع داراي ترتيب به

 در جايگذاري با اند،مستقل 11-2 يهقضي 1 قسمت بنابر هاتوزيع اين چون علاوه

  كه شودمي نتيجه 12-2 يهقضي در T فرمول

nS

X

S

n

X

T
//

/ μ−=
σ

σ
μ−

=
22

  

  .شودمي كامل برهان ترتيب بدين و

 ساعته، يك آزمايشي كاركرد 16 در موتور، يك بنزين مصرف ميانگين .3-2 مثال

 مصرف ميانگين كه را ادعا اين .است بوده گالن /12 آن معيار انحراف و گالن /416

  .كنيد آزمون است، ساعت در گالن /012حداقل  موتور اين بنزين

n، 012=16 جايگذاري با .حل /=μ، 416 /=x، 12 و /=s فرمول در t، يهقضي در 

  آوريممي دستبه 2-13

./
/

/
388

16

12

012416 =−=μ−= /

n

s
x

t  

9472 از بزرگتر مقداري آوردن دستبه احتمال كه دهدمي نشان 5 جدول چون  براي /

t 0050 آزادي، يهدرج 15 ازايبه  از بزرگتر مقداري آوردن دستبه احتمال است، /

 اين بنزين مصرف ميانگين كه گيرينتيجه اين لذا، .باشد كردن نظرصرف قابل بايد 8

012 از ساعت در موتور   .رسدمي نظر به معقول است، بيشتر /

   توزيع اف  2-5

 توزيع دارد، يمهم نقش نرمال، هايجامعه از گيرينمونه با رابطه در كه ديگري توزيع

 نامگذاري سده، اين آماردانان ترينبرجسته از يكي فيشر، سررانلد ياد به كه است فا
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 مستقل تصادفي متغير دو نسبت گيرينمونه توزيع عنوان به بدواً توزيع اين .است شده

 مورد اند،شده تقسيم خود به مربوط آزادي يهدرج بر يك هر كه دو،خي توزيع با

  .كنيممي ارائه شيوه همين به را توزيع اين ما و گرفت، قرار مطالعه

 با دوخي هاي توزيع كه باشند مستقلي تصادفي متغيرهاي V و U اگر .14-2 يقضيه

1
ν و 

2
ν آنگاه دارند، آزادي يهدرج  

2

1

vV

vU
F

/

/
=  

  با آن احتمال چگالي كه تصادفي متغيري يعني است، اف توزيع با تصادفي متغيري

( )
( )

21
1

1

21

21

2

1

2

1

1

2
2

2

1

22

2
1

vvvv

vv

vv

f
v

v
f

v

v
fg

+−−+

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +⋅⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

ΓΓ

Γ
=

)()(

)(

  

  

)(=0 و f<0 براي fg شودمي داده جاها درساير.  

   با v<0 و u<0 ازايبه V و U توأم چگالي .برهان

( )

( )
2

1

2

1

2

21
2

2

1

2

2
2

2

1

2

1
2

21

21

2

2

1

1

22

2

1

2

2

1

2

2

1

vnvv

vv

vv

v

nv

v

euu
vv

e
v
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v
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+−−−

+

−−−−

⋅
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛Γ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛Γ
=

υ⋅
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛Γ
⋅⋅

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛Γ
=υ

/

//
,

  

),(=0 و vuf روش از استفاده براي صورت، اين در .شودمي داده جاها ساير در 

  يهمعادل متغير، تبديل

2

1

v

vu
f

/

/

υ
=  

f و كنيممي حل u برحسب را
v

v
u υ×=

2

=υ نتيجه در و ،1
∂
∂

2

1

v

v

f

u دستبه را  

   ،v<0 و f<0 ازايبه V و F توأم چگالي ،بنابراين .آوريممي 
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⎠
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⎟
⎠
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⎜
⎝

⎛
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1

2
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1

2

1
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2

v

fvnvvv
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/
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),(=0 و vfg روي گيريانتگرال حال، .جاهاست ساير در v جايگذاري، با 

)( 1

2

1

2

+
ν
ν

= fw v، 0 براي سرانجام>f، 

( )
( )

21

1
1

2

1

2

1

1

2
2

2

1

21

21

1

22

2

vvvv

f
v

v
f

v

v
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+−−

⎟
⎠

⎞
⎜
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⎛ +⋅⎟
⎠

⎞
⎜
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⎛

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛Γ⎟
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⎞
⎜
⎝

⎛Γ

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
Γ

=  

)(=0 و fg آوريممي دستبه جاها ساير در را.  

 جداول طور معمول قابل محاسبه نيست لذا بهاف توزيع احتمالات مربوط به      

 مقادير شامل 6 جدول مثلاً، .است شده تهيه آن براي مبسوطي
21

ννα ,,f ازايبه 

050 /=α 010 و /=α مختلف مقادير براي و 
1

ν و 
2

ν در كه است، زاديآ يهدرج 

 آن
21

ννα ,,f توزيع منحني زير در و آن راست طرف در واقع مساحت كه است چنان 

 با اف
1

ν و 
2

ν برابر )ببينيد را 3-2 شكل( آزادي يهدرج α يعني .است 
21

ννα ,,f 

  كه است وريط

( ) .,, α=≥ α
21

vvfFP 

 

   
  F توزيع .3-2 شكل
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 يهمقايس به آنها در كه آيندمي پيش مسائلي در 14-2 يهقضي مهم كاربردهاي      

2 هايواريانس

1
σ 2 و

2
σكه مسائلي در لاًمث باشيم، مندعلاقه نرمال يهجامع دو ي 

 نسبت بخواهيم
2

2

2

1

σ

σ
2 فرض يا برآورد را 

2

2

1
σ=σ هايياستنباط چنين ما .كنيم آزمون را 

 هاياندازه به مستقل تصادفي هاينمونه مبناي بر را
1

n و 
2

n يهقضي و جامعه دو از  

  آن موجبهب كه دهيممي قرار 2-11 

( ) ( )
         

2

2

2

222

22

1

2

112

1

11

σ

−
=χ

σ

−
=χ

SnSn
,  

1 با دوخي هايتوزيع كه اندتصادفي متغيرهاي
1

−n 1 و
2

−n دارند آزادي يهدرج. 

 كه است آن »مستقل تصادفي هاينمونه« از منظور
21

nn  دو كه تصادفي متغيرهاي +

 نيز دوخي تصادفي متغير دو در نتيجه اندمستقل دهند،مي تشكيل را تصادفي يهمونن

  زير جهتين 14-2 يهقضي در V و U جايبه آنها مقادير جايگذاري از و اندمستقل

  .آيدمي دستبه 

2 اگر .15-2 يقضيه

1
S 2 و

2
S  به مستقل تصادفي هاينمونه هايواريانسبه ترتيب 

 يهانداز
1

n و 
2

n 2 هايواريانس با نرمال هايجامعه از

1
σ 2 و

2
σ ،آنگاه باشند  

2

2

2

1

2

1

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

S

S

S

S
F

σ

σ
=

σ

σ
=

/

/
  

1 با اف توزيع با تصادفي متغيري
1

−n 1 و
2

−n است آزادي يهدرج.  

 نسبت برآورد يهمسأل مورد در را قضيه اين ،پنجم فصل در      
2

2

2

1

σ

σ
 دو اين وقتي ،

 يهنحو ششم فصل در همچنين، .برد خواهيم كاربه باشند، نامعلوم ايجامعه واريانس

2 كردن آزمون
2

2

1
σ=σ در اف توزيع بر مبتني ديگري هايآزمون .داد خواهيم شرح را 
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 نسبت بر مبتني كاربردها اين يههم چون .اندشده عرضه واريانس تحليل هايروش

 .نامندمي هم واريانس نسبت توزيع را اف توزيع است، اينمونه هايواريانس

  تمرين

 با نرمال هايجامعه از n اندازه به تصادفي هاينمونه براي كه دهيد اننش .2-25

 واريانس و 2σ ميانگين داراي 2S گيرينمونه توزيع واريانس
)( 1

2
4

−
σ

n
 فرمولي( است 

 از شده استخراج تصادفي هاينمونه مورد در 2S گيرينمونه توزيع واريانس براي يكل

 كه كرامر كتاب در توانمي دارد، متناهي چهارم و مدو گشتاورهاي كه را ايجامعه هر

  .)كرد پيدا است، شده داده كتاب پايان مراجع فهرست در

 اگر كه دهيد نشان .2-26
12

XXX n  توزيع كه باشند مستقلي تصادفي متغيرهاي … ،،،

nn و آزادي درجه v=1 با دوخي XXXY +++= �

21
   حدي توزيع آنگاه ،

n

n

Yn

Z
2

1−
=  

  . توزيع نرمال استاندارد استn→∞وقتي 

 v با دوخي تصادفي متغير X اگر كه دهيد نشان ،2-2 تمرين ينتيجه براساس .2-27

 توزيع آنگاه باشد، بزرگ v و آزادي درجه
v
vX

2

 استاندارد نرمال توزيع با توانمي را −

  .زد تقريب

 ييرغكه مت را احتمال اين تقريبي مقدار كرده، استفاده قبل تمرين روش از .2-28

068 از بزرگتر مقداري آزادي، درجه v=50 با دوخي توزيع داراي تصادفي،  اختيار /

  .كنيد

XS استقلال برهان( .2-29 و
 اگر )n=2 براي 2

1
X و 

2
X مستقل تصادفي ايمتغيره 

   كه دهيد نشان باشد، استاندارد نرمال توزيع با و

 مأتو چگالي )الف
1

X و X ازايبه ∞<<∞−
1

x و ∞<<∞−
2

x،  
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2

1

2

1

1

)(
),(

xxx eexxf
−−−

π
=  

  .است

XXU با مأتو چگالي )ب −=
1

−∞>>∞+ و u<� ازايبه  x با   

)(.),(
22

2 uxexug +−
π

=  

),( زيرا شود،مي داده xxf
1

  .است متقارن x حول ثابت، x ازايبه 

22 )ج

1

2

22 UXXS =−= )(،   

XS مأتو چگالي )د و
−∞>>∞+و 2S<� ازايبه 2 x با   

.)(.),(
2

2

1

2

12

22

2

11 sx esexsh
−−−

ππ
=  

2 براي كه دهيد نشان .2-30
2

>v توزيع ميانگين F با 
12

vv  برابر آزادي يهدرج  و 

 با
2

2

2

−v

v مانند تصادفي يرغمت براي كه حقيقت اين به توجه با .(استV توزيع داراي كه 

 با دوخي
2

v است آزادي يدرجه 
2

11

2
−=

vV
E )( (  

 با F توزيع داراي X اگر كه تحقيق كنيد .2-31
12

vv  و باشد آزادي يهدرج  و 

∞→
2

v، توزيع XvY
1

 با دوخي توزيع به =
1

v كندمي ميل آزادي يهدرج.  

2TX آنگاه باشد، آزادي يهدرج v با t توزيع داراي T اگر كه تحقيق كنيد .2-32 = 

1 با F توزيع داراي
1

=v و vv =
2

  .است آزادي يهجدر 

 با F توزيع داراي X اگر .2-33
12

vv  كه دهيد نشان باشد، آزادي يهدرج و
X

Y 1= 

 با F توزيع داراي
21

vv   .است آزادي يهدرج و

  كه دهيد نشان و كرده استفاده 33-2 تمرين ينتيجه از .2-34

.
,,

,,
12

21

1

1

vv
vv f

f
α

α− =  

 با بتا توزيع داراي Yاگر كه دكني تحقيق .2-35
2

1
v

=α و
2

2
v

=β ،آنگاه باشد   

)( Yv

Yv
X

−
=

1
1

2  
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 با F توزيع داراي
12

vv    .است آزادي يدرجه و

   با آزادي يهدرج 4و 4 با F توزيع كه دهيد نشان .2-36

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ >+=

−

0  جاهاساير

016
4 xxx

xg
)(

)(  

 يهنمون براي كه كنيد پيدا را احتمال اين كرده استفاده چگالي اين از و شودمي داده

2 يكسان، ريانسوا با نرمال هايجامعه از n=5 اندازه به مستقل تصادفي

2

2

1
SS 

 از كمتر مقداري
2

  .كند اختيار 2 از بيشتر با 1

 واريانس كه كنيد پيدا را آن احتمال مناسب، دويخي چگالي از گيريانتگرال با .2-37

25 با نرمال توزيع از 5 ياندازه به تصادفي ينمونه يك
2 =σ 2030 بين   .گيرد قرار  و 

25 نرمال توزيع يك واريانس كه ادعا اين .2-38
2 =σ ،اندازه به كه صورتي در است 

66854 از بيشتر 16 10212 از كمتر يا /  ادعا اين اينكه احتمال .شد خواهد رد باشد، /

25 اگر حتي
2 =σ است؟ چقدر شود، رد  

4 نرمال توزيع يك واريانس كه ادعا اين .2-39
2 =σ ،واريانس كه صورتي در است 

75357 از بيشتر 9 اندازه به تصادفي اينمونه  اين اينكه احتمال .شد خواهد رد باشد، /

4 براي حتي ادعا
2 =σ است؟ چقدر ،شود رد   

 و x=47 ميانگين داراي نرمال توزيعي از 25اندازه به تصادفي اينمونه .2-40

 13-2 يهقضي يهآمار بر را خود تصميم مبناي اگر .است s=7  معيارانحراف

 جامعه ميانگين كه را حدس اين شده داده اطلاعات كه بگوييم توانيممي آيا قراردهيم،

42=μ ،كند؟مي ييدتأ است  

827 انگينمي داراي نرمال توزيعي از 12 اندازه به تصادفي اينمونه .2-41 /=x و 

243 انحراف
2 /=s 13-2 يهقضي يهآمار بر را خود تصميم مبناي اگر .است 

 جامعه ميانگين كه را حدس اين شده داده اطلاعات كه بگوييم توانيممي آيا قراردهيم،

528 /=μ ،كند؟مي ييدتأ است  
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 اگر .2-42
1

S و 
2

S 61 يهانداز با مستقل تصادفي هاينمونه معيار هايانحراف
1

=n و 

31
2

=n 12 با نرمال هايجامعه از
2

1
=σ 18 و

2

2
=σ ،مقدار باشند )/( 161

2

2

2

1
>SSP 

  .كنيد داپي را

2 اگر .2-43

1
S 2 و

2
S 10 اندازه با مستقل تصادفي اينمونه هايواريانس

1
=n و 

15
2

=n مقدار باشند، برابر هايواريانس با نرمال هايجامعه از )/( 034
2

2

2

1
>SSP را 

  .كنيد پيدا

  هاي ترتيبيآماره  2-5

 نظر در را پيوسته چگالي با نامتناهي هايجامعه از n يهانداز به تصادفي اينمونه

 تصادفي متغيرهاي مقادير كه كنيد فرض .بگيريد
12

XXX n  بزرگي به بسته را … ، ،،

 تصادفي متغير يك مقدار عنوان به را هاx مقدار كوچكترين و كنيم مرتب آنها
1

Y، 

 تصادفي متغير يك مقدار عنوان به را آن از بعد مقدار بزرگترين
2

Y، مقدار بزرگترين 

 تصادفي متغير يك مقدار عنوان به را آن از بعد
3

Y، ...، عنوان به را آنها بزرگترين و 

niYi تصادفي متغيرهاي به .كنيم تلقي nY تصادفي متغير يك مقدار ,...,,; 21=     

 ويژهبه .شودمي اطلاق ترتيبي هايآماره
1

Y ترتيبي، يهآمار ليناو 
2

Y يهآمار ميندو 

 ترتيبي،
3

Y به را بحث اين ما( .آخر الي ترتيب همينبه و ترتيبي، يهآمار سومين 

 دو هر شدن برابر احتمال تا كنيممي محدود پيوسته هايچگالي با نامتناهي هايجامعه

   .)باشد صفر برابر هاx از تا

 مقادير بين يهرابط و n=2 آن در كه بگيريد نظر در را حالتي بيشتر، تصريح براي      

1
X و 

2
X و 

1
Y و 

2
Y است چنين: 

⎩
⎨
⎧

<
<

=
⎩
⎨
⎧

<
<

=
121

212

2

122

211

1 xxx

xxx
y

xxx

xxx
y ,  

  :است چنين مربوط تصادفي هايمتغير مقادير بين يهرابط n=3 ازايبه ،نحو همين به
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nr براي را ترتيبي يهآمار امينr احتمال چگالي فرمول حال    استخراج ،=21,,,...

  .كنيممي

 داراي كه ناهينامت هايجامعه از n يهانداز به تصادفي هاينمونه براي .16-2 يقضيه

 ازايبه rY ترتيبي يهآمار امينr احتمال چگالي است، x در xf)( مقدار

+∞<<−∞ ry است چنين 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) .
!!

! rn

yr

ry
rr

r

r dxxfyfdxxf
rnr

n
yg

−∞+−

∞− ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−−
= ∫∫

1

1

  

 ،ry تا ∞− از يكي است، شده تقسيم يهباز سه به حقيقي محور كه كنيد فرض .برهان

از ميدوry تا hyr hyr از سومي و ،)است مثبتي ثابت h آن در كه( +  .∞+ تا +

 x در xf)(مقدار داراي گيريم،مي نمونه آن از كه ايجامعه چون صورت اين در

 مدو يهباز در يكي گيرند، قرار بازه ليناو در هانمونه از تا r−1 اينكه، احتمال است،

rn و گيرد، قرار  ايچندجمله توزيع فرمول طبق گيرند، قرار سوم يهباز در تا −

 از است عبارت

( ) ( )
( ) ( ) ( )

rn

hy

hy

y

ry

r

r

r

r
dxxfdxxfdxxf

rnr

n −∞

+

+−

∞− ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−− ∫∫∫  

1

11 !!!

!  

  داريم حسابان در ميانگينمقدار  يهقضي از استفاده با

( ) ( ) hyyhfdxxf rr
hy

y

r

r

+≤ξ≤⋅ξ=∫
+

      ,  

 سرانجام ،h→0 كنيم فرض اگر و

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
rn

yr

ry
rr

r

r dxxfyfdxxf
rnr

n
yg

−∞−

∞− ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

−−
= ∫∫

1

1 !!

!  

−∞>>∞+ ازايبه را ry چگالي تابع براي rترتيبي يهآمار امين ry دستبه   

  .آوريممي
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 توزيع ويژه،به
1

Y، يهانداز به اينمونه در مقدار كوچكترين n، از است عبارت 

( ) ( ) ( ) ., ∞<<∞−
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡⋅=

−∞
∫ 1

1

111

1

ydxxfyfnyg
n

y
         

 عبارت ،n يهانداز به تصادفي يهنمون يك در مقدار بزرگترين ،nY توزيع كه حالي در

 از است

( ) ( ) ( ) ., ∞<<∞−
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡⋅=

−

∞−∫ n

ny
nnn ydxxfyfnyg

n
       

1

  

12 يهانداز به تصادفي اينمونه در همچنين، += mn، اينمونه يهميان MdX =~، 

1+mY ،از است عبارت آن گيرينمونه توزيع كه طوريبه است  

.~,)()~()(
!!

)!(
)~( ~

~
+∞<<∞−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡+= ∫∫

∞+

∞−
xdxxfxfdxxf

mm

m
xh

m

x

mx
       

12  

mn يهانداز به تصادفي هاينمونه براي( )( صورتبه ميانه ،=2
12

1

++ mm YY تعريف 

  .)شودمي

 هايچگالي آوردن دستبه براي را لزوم مورد هايانتگرال توانمي موارد بعضي در      

 جز ايچاره است ممكن ديگر هايجامعه براي كرد، محاسبه گوناگون، ترتيبي هايآماره

  .نباشد عددي هايروش از استفاده با هاانتگرال اين زدن تقريب

  ،θ پارامتر با ايينم ايجامعه از n يهانداز به تصادفي هاينمونه براي .4-2 مثال

⎩
⎨
⎧

<
≥=

θ−
θ

00

0

1

x

xexf
x /

)(  

 توزيع
1

Y و nY از است عبارت ترتيب به  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<
≥=

θ−
θ

00

0

1

1

11

1

y

yeyg
nyn /

)(  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<
≥−=

−θ−θ−
θ

00

01
1

n

n
nyyn

nn
y

yeeyg
nn )()(

//

  

12 براي ميانه توزيع همچنين += mn با است برابر  

⎩
⎨
⎧

<
≥−=

θ−θ+−
θ

+

00

01
112

x

xeexh
mxmx

mm
m

~

~)()~(
/~/)(~

!!
)!(
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 يعهدهبهكه  راستند، سر نتايج اين آوردن دستهب براي موردنياز هايانتگرال .حل

  .شودمي واگذار خواننده

 وقتي كه است ميانه گيرينمونه هايتوزيع يهدربار جالبي يهنتيج زير، يهنتيج      

∫ آن براي كه جامعه يهميان ،~μ در آن مقدار و پيوسته جامعه چگالي
μ

∞−
=

~
)(

2

1dxxf، 

   .استبرقرار نيست، صفر

 به تصادفي هاينمونه ميانه گيرينمونه توزيع بزرگ، هايn ازايبه .17-2ي قضيه

12 اندازه +n ًميانگين با نرمال تقريبا μ~ يانسوار و 
nf 2

8

1

)]~([ μ
  . است 

12 اندازه به تصادفي هاينمونه براي كه كنيد توجه       +n داريم نرمال، هايجامعه از 

μ=μ~ كه طوري به   

πσ
=μ=μ

2

1

)()~( ff  

 تقريباً ميانه واريانس و
n4

2πσ براي كه ميانه، واريانس مقايسه با را اين اگر .است   

12 اندازه به تصادفي هاينمونه +n نامتناهي جامعه يك از 
)( 12

2

+
σ
n

 كنيم مقايسه است، 

 ميانه از اعتمادتر قابل ميانگين نرمال، جامعه يك از بزرگ هاينمونه براي كه يابيمميدر

  .است ميانه با مقايسه در كمتري شانسي هاينوسان معرض در ميانگين يعني است؛

   تمرين

 اينمونه توزيع براي 4-2 مثال در كه را نتايجي درستي .2-44
1

YYn Xو ،
   داده ~

  .كنيد تحقيق نمايي يهجامع يك از تصادفي هاينمونه براي اند،شده

 يانمونه هايتوزيع .2-45
1

YYn  يك از n اندازه به تصادفي هاينمونه براي را و

  .كنيد پيدا β=1 و α=0 با ايپيوسته يكنواخت جامعه

12 اندازه به تصادفي هايينمونه براي را ميانه گيرينمونه توزيع .2-46 +m جامعه از 

  .كنيد پيدا 45-2 تمرين
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 گيرينمونه توزيع واريانس و ميانگين .2-47
1

Y ياندازه به تصادفي هاينمونه براي را 

n 0 با ايپيوسته يكنواخت يهجامع از=α 1 و=β كنيد پيدا .  

 گيرينمونه هايعتوزي .2-48
1

Y و nY اندازه به تصادفي هاينمونه براي را n از 

  .كنيد پيدا است، β=1 و α=0 با بتا يكنواخت يهجامع

12 يبه اندازه تصادفي هايينمونه براي را ميانه يگيرنمونه توزيع .2-49 +m از 

  .كنيد پيدا است، β=1و α=0 با بتا يكنواخت يهجامع

 گيرينمونه توزيع .2-50
1

Y 2 ياندازه به تصادفي هاينمونه براي را=n كه   

 مثبت صحيح عدد پنج ليناو از متشكل كه متناهي يهجامع از بدون جايگذاري )الف

  ،است

  ،جامعه همان از جايگذاري با )ب

  .كنيد پيدا اند،شده استخراج

 دهيد نشان كرده تكرار است، رفته كاربه 16-2 يهقضي برهان در كه را روشي .2-51

 با توأم چگالي كه
1

Y و nY است زير صورتبه:  

∞<<<∞⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−=

−

∫ n

ny

ynn yydxxfyfyfnnyyg n
1

2

111

1

1   ),()()()()(    و   -

  .ساير جاها در صفر و

 توأم چگالي كردن پيدا براي را نتيجه اين )الف
1

Y و nY به تصادفي يهنمون براي 

  .برد كاربه نمايي يهجامع كي از n ياندازه

 توأم چگالي كردن پيدا براي را نتيجه اين )ب
1

Y و nY جامعه از تصادفي يهنمون براي 

  .برد كاربه 45-2 تمرين

 كوواريانس ،51-2 تمرين )ب( قسمت به رجوع با .2-52
1

Y و nY كنيد پيدا را.  

 توأم چگالي فرمول از .2-53
1

Y و nY، از استفاده با و شده، داده 51-2 تمرين در كه 

عبارتي براي چگالي توأم  4-2 بخش متغير تبديل روش
1

Y با كه اينمونه برد و 

1
YYR n   .كنيد پيدا شود،مي داده =−
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   توزيع برده كاربه را 51-2 تمرين )الف( قسمت و قبل تمرين يهنتيج .2-54

 دستبه نمايي ايجامعه از n ياندازه به تصادفي هاينمونه براي را R گيرينمونه

   .آوريد
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  نظريه: برآورد
  
  

  مقدمه  3-1

 .انـد شـده  تفكيك فرض آزمون و برآورد مسائل به سنتي، طوربه آماري، استنباط مسائل
 بـه  را آنها توانمي بنابراين و اند،تصميم مسائل اساساً مسائل، اين يهكلي واقع در گرچه
 تمايز وجه .كرد رجوع و رفع شد ارائه قبل فصل در كه ايشده يكپارچه رهيافت كمك
 چنـدين  مقـدارهاي  يـا ( پـارامتر  از مقـداري  بايـد  برآورد، مسائل در كه است آن عمده

 بايـد  فرض آزمون در كه حالي در كنيم، تعيين ممكن هايشق پيوستار بين از را )پارامتر
 يـا ( پـارامتر  يـك  مقـادير  از ايمجموعـه  يـا  مـشخص  مقـداري  آيـا  كه بگيريم تصميم

  .كنيم رد يا بپذيريم را )پارامتر دينچن مقدارهاي
 را كـار  ايـن  بريم، كاربه جامعه يك پارامتر برآوردكردن براي را آماره يك مقدار اگر     

 .كنـيم مـي  اطـلاق  پـارامتر  اينقطه برآورد آماره، اين مقدار به و ناميممي اينقطه برآورد

 را شـده  مشاهده اينمونه نسبت جامعه، ميانگين برآورد براي را X از مقداري اگر مثلاً

 واريـانس  بـرآورد  بـراي  را 2S مقـدار  يا اي،دوجملهي  هجامع يθ پارامتر برآورد براي
  كـار بـه  را بحـث  مـورد  پـارامتر  اينقطه برآورد يك مورد هر در بريم، كاربه جامعه يك

 تـك،  عـدد  يك مورد هر در زيرا شوندمي ناميده اينقطه برآورد برآوردها اين .بريممي 
  .بريممي كاربه پارامتر اين برآورد براي را حقيقي محور بر اينقطه تك يا
  X از تـوان مـي  مـثلاً  .نـاميم مـي  اينقطـه ي  هبرآوردكننـد  را آمـاره  خود متناظراً      

 بـرآورد  يـك  x صورت اين در كه كرد استفاده μ اينقطه يهبرآوردكنند يك عنوانبه 
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 اينقطـه  يهبرآوردكنند يك عنوان به 2S از توانمي نحو، همينبه .است پارامتر اينقطه
2σ 2 صورت اين در كه كرد استفادهs اينجـا  در .اسـت  پارامتر اين اينقطه برآورد يك 
 هـاي كننده برآورد و برآوردهـا  و هابرآوردكننده بين تمايز ايجاد براي »نقطه« يهكلم از

  .كنيممي استفاده ايفاصله برآوردهاي يا ايفاصله

 اينقطـه  بـرآورد  اصـلي  مسائل از يكي اند،تصادفي متغيرهاي هاكننده برآورد چون      
 بر را جامعه يك واريانس وقتي مثال، عنوانبه .آنهاست گيرينمونه هايتوزيع يهمطالع

 كـه  باشـيم  داشـته  انتظـار  توانيممي ندرتبه كنيم،مي برآورد تصادفي يهنمون يك مبناي

 بـه  نزديكي انتظار توانيممي اينكه دانستن كم،دست ولي شود، 2σ براي واقعاً 2S مقدار
 كه باشد لازم اگر همچنين، .بود خواهد خاطر ودگيسآ سبب باشيم، داشته را مقدار اين
X ،اينمونه يهميان يك و ،X ،اينمونه ميانگين يك بين

 ـ پارامتر برآورد را يكي ،~  كي
 واقعي مقدار به X مقدار نزديكي آيا كه بدانيم است ممه جمله از كنيم، انتخاب جامعه

X از كه مقداري يا است محتملتر
  .شودمي حاصل ~

 تا داد قرار استفاده مورد توانمي را هاكننده برآورد گوناگون خواص بنابراين      
 همه از ترمناسب مفروضي وضعيت در هاكنندهبرآورد از يك كدام كه رفتگ تصميم
 ما به يك كدام داد، خواهد قرار مخاطره كمترين معرض در را ما يك كدام است،

 خواص از هعد آن .آخرالي و داد، خواهد هزينه كمترين با را، اطلاعات بيشترين
 كمترين نااريبي، :از اندعبارت دهيم،مي قرار بحث مورد فصل اين در كه هاكنندهبرآورد

  . استواريو بسندگي، سازگاري، كارايي، واريانس،

  نااريب يهاكنندهبرآورد  3-2

 همواره متوسط طوربه كمدست كه باشيم داشته انتظار برآوردكننده يك از است منطقي

 بايد كه باشد پارامتري با برابر آن رياضي اميد اينكه يعني .بيانجامد درست جواب به

 را آن صورت اين غير در ،نامندمي نااريب را برآوردكننده باشد، چنين اگر .شود برآورد

  صوري طوربه .نامندمي اريب

 اگر نامند θ پارامتر نااريب يهبرآوردكنند يك را Θ̂ مانند ايبرآوردكننده .1-3 تعريف

  .θ=Θ)ˆ(E اگر تنها و
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  .شودمي داده اريب، نيز و نااريب هايبرآوردكننده از مثال چند زير، در      

 كه دهيد نشان باشد، θ و n پارامترهاي با ايدوجمله توزيع داراي X اگر .1-3 مثال

 اي،نمونه نسبت
n
X، پارامتر براي نااريبي يهبرآوردكنند θ است.  

=θ چون .حل nXE    كه شودمي نتيجه ،)(

..)(.)( θ=θ== n
n

XE
nn

X
E

11  

اگر .2-3 مثال
12

XXX n   چگالي با ايجامعه از تصادفي اينمونه ...،،،

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ δ>=

δ−−

�  جاهاساير

xe
xf

x )(

)( 

  .است δ براي نااريب ايبرآوردكننده Xكه دهيد نشان باشد،

  از است عبارت جامعه ميانگين چون .حل

,. )(
∫
∞

δ

δ−− δ+==μ 1dxex x  

  .است δ اريب يهبرآوردكنند يك X نتيجه در و δ≠δ+=1)(XE اين بنابر

 مورد اريبي ميزان دانستن است ممكن باشد، θ اريب يهبرآوردكنند يك Θ̂ وقتي      

  عبارت با كه باشد توجه

θ−Θ=θ )ˆ()( Eb  
θ=0 كه حالتي در .شودمي داده

∞→
)(lim b

n
  .است نااريب مجانباً نده،برآوردكن گوييممي 

11 برابر اريبي ،2-3 مثال مورد در       =δ−δ+  كاري توانيممي اينجا در اام است، )(

−=δ كه شودمي نتيجه ،δ+=1)(XE چون .دهيم صورت آن مورد در )( 1XE و 

 در كه است ديگر موردي زير، مثال .است δ نااريب يهندبرآوردكن يك X−1 بنابراين

 نااريب كه شودمي ديگري يهبرآوردكنند به منجر اي،برآوردكننده جزئي اصلاح آن

  .است
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 اگر .3-3 مثال
12

XXX n  اشدب α=0 با يكنواخت ايجامعه از تصادفي اينمونه ...،،،

 ايبرآوردكننده )nY ترتيبي، يهآمار امينn يعني( نمونه مقدار بزرگترين كه دهيد نشان

  .شود نااريب تا كنيد اصلاح را برآوردكننده اين همچنين، .است β پارامتر براي اريب

)( به وطمرب فرمول در قراردادن با .حل nn yg كه گيريممي نتيجه ،5-2 بخش در 

  از عبارت nY گيرينمونه توزيع

1

1

0

11 −
−

β
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
ββ

= ∫
n
nn

ny
nn y

n
dxnyg n ...)(  

>>β براي ny0 جاها ساير در و است �=)( nn yg، بنابراين و   

β
+

=
β

= ∫
β

.)(
10 n

n
dyy

n
YE n

n
nnn  

)(≠β نتيجه در nYE و nپارامتر اريب يهبرآوردكنند يك ترتيبي، يهآمار امين β 

  چون اام .است

β=β
+

+=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

...
1

11

n

n

n

n
Y

n

n
E n  

 كه شودمي نتيجه
n

n  يدهبرآوردكنن يك اي،نمونه يهآمار بزرگترين مقدار در ضرب +1

  .است β پارامتر ااريبن

 توانيممي حال ها،برآوردكننده براي مطلوب خاصيتي عنوان به نااريبي بحث از پس      

 تقسيم n−1 بر n بر تقسيم جايبه ،اينمونه واريانس تعريف در چرا كه دهيم توضيح

 استخراج تصادفي هاينمونه براي 2σ نااريب برآورد يك 2S كار اين با -  ايمكرده

  .شودمي نامتناهي هايجامعه از شده

 واريانس با نامتناهي ايجامعه از تصادفي يهنمون يك واريانس 2S اگر .1-3 يقضيه

22 صورت اين در باشد، 2σ متناهي σ=)(SE.  

   نمونه واريانس تعريف بنابر .برهان
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22 چون بنابراين، σ=μ− }){( iXE و 
n

XE
2

2 σ=μ−   كه شودمي نتيجه ،)}({

...)( 2
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⎢
⎣
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 ولي است، نامتناهي يهجامع يك واريانس براي نااريب ايدكنندهبرآور 2S گرچه      

 يهبرآوردكنند S حالتي هيچ در و نيست متناهي يهجامع يك نااريب يهبرآوردكنند

 كتاب در جمله از ،σ براي ايبرآوردكننده عنوان به S اريبي .نيست σ نااريب

  .است گرفته قرار بحث مورد شده، فهرست  كتابپايان مراجع بين در كه كيپينگ،

 .كندمي توصيف را نااريبي مفهوم با مرتبط مشكلات از يكي قبل، پاراگراف بحث      

 يهبرآوردكنند Θ̂اگر يعني، ،ماندمين پايدار تابعي، هايتبديل تحت خاصيت اين

 θω)( نااريب يهبرآوردكنند يك Θω)ˆ( كه شودمين نتيجه الزاماً باشد، θ براي نااريب

 لزوماً نااريب يهاكنندهبرآورد كه است آن نااريبي مفهوم با مرتبط ديگري، مشكل .است

nn كه ديد خواهيم ،9-3 مثال در مثلاً، .نيستند يكتا
n Y.1+ نااريب يهبرآوردكنند تنها 

 .نيست 3-3 مثال يβ پارامتر

  كارآيي  3-3

 آن معمـولاً  كنـيم،  انتخـاب  را يكـي  نااريب يهبرآوردكنند چندين بين كه باشد قرار اگر
 .باشـد  واريـانس  كمترين داراي آن گيرينمونه توزيع كه كنيممي انتخاب را برآوردكننده

 ممكـن  واريـانس  كـوچكترين  داراي مفروضي نااريب يهبرآوردكنند اينكه تحقيق براي
 بهتــرين( واريــانس كمتــرين بــا نااريــب يهبرآوردكننــد يــك آيــا اينكــه يعنــي اســت،

 يـك  Θ̂اگـر  كـه  كنـيم مـي  اسـتفاده  واقعيـت  اين از نه، يا است )نااريب يهبرآوردكنند
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 واريـانس  كلـي  بسيار شرايط تحت كه داد نشان توانمي باشد، θ نااريب يهبرآوردكنند

Θ̂ نامساوي در بايد   

( ) ][.
)ˆvar(

)(ln 2

1

 

θ∂
∂

≥Θ
Xf

En

  

 تصادفي يهنمون يهانداز n و ،x رد جامعه چگالي مقدار xf)( آن در كه كند، صدق

  .شودمي منجر زير يهنتيج به ،رائو-كرامر نامساوي نامساوي، اين .است

   و باشد θ نااريب يهبرآوردكنند يك Θ̂اگر .2-3 يقضيه

( ) ][.
)ˆvar(

)(ln 2

1

 

θ∂
∂

=Θ
Xf

En

 

  .است θ واريانس كمترين با نااريب يهبرآوردكنند يك Θ̂ آنگاه،

 يهوسيل به هك نامند θ يهدربار اطلاع را كسر مخرج در واقع كميت اينجا، در      

  .است بيشتر اطلاع باشد، كمتر واريانس هرچه بنابراين، .شودمي تأمين نمونه

 ميانگين براي واريانس، كمترين با نااريب يهبرآوردكنند يك X دهيد نشان .4-3 مثال

μاست نرمال ايجامعه ي.  

  چون .حل

∞<<∞−
πσ

= σ
μ−−

xexf
x

          ,.)(
)( 2

2

1

2

1  

   كه شودمي نتيجه
2

2

1

2 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

σ
μ−−πσ−= x

xf ln)(ln  

   كهطوريبه

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

σ
μ−

σ
=

μ∂
∂ xxf 1)(ln  

  اين بنابر و
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 ،1-2 يهقضي طبق و است نااريب X چون و
n

X
2σ=)var(، كه شودمي نتيجه X 

  .است μ براي واريانس كمترين با نااريب يهبرآوردكنند يك

 نااريب يهبرآوردكنند يك X كه بگيريم نتيجه چنين مثال ازاين اگر نيست درست      

 خواهد خواسته تمرين عنوان به .است جامعه هر يμ ميانگين براي واريانس كمترين با

 يكنواخت يهجامع از n=3 يهانداز به تصادفي يهانمونه يبرا كنيد كه تحقيق تا شد

 با پيوسته
2

1−θ=α و 
2

1+θ=β، نيست درست ميحك چنين ،3-3 تمرين.  

   برحسب معمولاً نااريب يهاكنندهبرآورد ايم،شده متذكر كه طورهمان      

 اگر .شوندمي مقايسه همبا شانهايواريانس
1

Θ̂ و 
2

Θ̂ پارامتر نااريب يهبرآوردكنند دو 

θ واريانس و باشند 
1

Θ̂ واريانس از كوچكتر 
2

Θ̂ ،كه گوييم باشد 
1

Θ̂ نسبي طوربه 

 كارآتر
2

Θ̂ نسبت از همچنين .است   

)ˆvar(

)ˆvar(

2

1

Θ
Θ

  

 كارآيي براي اياندازه عنوانبه
2

Θ̂ به نسبت 
1

Θ̂ كنيممي استفاده.  

 اگر كه داديم نشان 3-3 مثال در .5-3 مثال
12

XXX n    از تصادفي اينمونه ... ، ،،

nn آنگاه باشد، α=� با يكنواخت ايجامعه
n Y.1+ نااريب يهبرآوردكنند يك β است.  

  .است β نااريب يهبرآوردكنند يك نيز X2 كه دهيد نشان )الف

  .كنيد مقايسه را β يهبرآوردكنند دو اين كارآيي )ب

 جامعه، چون ميانگين )الف .حل
2

β=μ ،كه شودمي نتيجه ،1-2 يهقضي از است 

2

β=)(XE بنابراين و β=)( XE   .است β نااريب يهبرآوردكنند يك X2 نتيجه در .2
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 nY گيري نمونهتوزيع از استفاده با .كنيم پيدا را برآوردكننده دو واريانس بايد ابتدا )ب

)( به مربوط عبارت و nYE آوريممي دستبه است، شده داده 3-3 مثال در كه  

2

0

1

2

2

2

β
+

=
β

= ∫
β + .)(

n

n
dyy

n
YE n

n
nn  

  و

...)var(
2

2

12

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ β

+
−β

+
=

n

n

n

n
Yn  

   كه داد نشان توانمي بنابراين خواننده، يهبرعهد جزئيات واگذاري با

.
)(

).var(
2

1
2

+
β=+
nn

Y
n

n
n  

 جامعه واريانس چون
12

2
2β=σ ،شودمي نتيجه 1-2 يهقضي از است 

n
X

12

2β=)var( و 

   بنابراين

n
XX

3

42

2β== )var()var(    

nn به نسبت X2 كارآيي ه،نتيج در
n Y.1+ عبارت با  

2

3

2

3

2

1

2

2

+
==

β

+
β+

nX

Y

n

nnnn
n

)(

)var(

).var(
  

 امينn بر مبتني يهبرآوردكنند ،n<1 براي كه كرد ملاحظه توانمي و شودمي داده

 25 تنها نسبي كارآيي n=10 براي مثلاً .تاس ديگري از كارآتر بسيار ترتيبي، يهآمار

  .است درصد 11 تنها ،n=25 براي و درصد

 تصادفي يهنمون يك مبناي بر نرمال يهجامع يك يμ ميانگين برآورد در .6-3 مثال

12 يهندازا به +n، چيست؟ ميانگين به نسبت ميانه كارآيي  

   و نااريب X كه دانيممي ،1-2 يهقضي از .حل

12

2

+
σ=
n

X )var(  
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X به كه آنجا تا
 و است، نااريب ميانگين، حول نرمال توزيع تقارن به بنا است، مربوط ~

  بزرگ يهانمونه براي

.)
~

var(
n

X
4

2πσ=  

   برابر تقريباً ميانگين به نسبت ميانه كارآيي بزرگ، يهانمونه براي بنابراين،

)()
~

var(

)var(

12

4

4

12

2

2

+π
==

πσ
+

σ

n

n

X

X

n

n  

   از عبارت ميانگين به نسبت ميانه مجانبي كارايي و است

π
=

+π∞→

2

12

4

)(
lim

n

n

n
  

  .است ددرص 64 حدود يا

 ،μ برآورد براي بزرگ، يهانمونه در :كرد تعبير چنين توانمي را قبل مثال يهنتيج      

 اينكه براي است ميانه نياز مورد كه دارد نياز مشاهداتي درصد64 به فقط ميانگين

   .باشد يكي آنها اعتماد قابليت

 به را نسبي كارآيي يهدربار خود بحث ما كه دارد يتاهم نكته اين به توجه      

 گرفتيم،ميدرنظر را اريب يهاكنندهبرآورد اگر .ايمكرده محدود نااريب يهاكنندهبرآورد

 يههم گرفتن برابر با را صفر واريانس با ايبرآوردكننده وجود توانستيممي همواره

 اگر بنابراين .كنيم تضمين آمده، دستبه هايدهدا از نظر صرف ثابتي عدد با آن مقادير

Θ̂ پارامتر نااريب يهبرآوردكنند θ ،يهدربار قضاوت براي كه است بهتر نباشد 

 عنيي خطا مربع ميانگين برمبناي Θ̂ واريانس جايبه هاكارآيي يهمقايس و آن محاسن

])ˆ[( 2θ−ΘE واريانس جايبه Θ̂ كنيم عمل.  

  تمرين

 اگر .3-1
1

X،
2

X،…،nX ميانگين با ايجامعه از تصادفي اينمونه μ ،چه باشد 

 هايثابت بر بايد شرطي
1

a،
2

a،…،na كهطوريبه كرد اعمال  

nn XaXaXa +++ �

2211
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  باشد؟ μ براي نااريب اي،برآوردكننده
 اگر .3-2

1
Θ̂ و 

2
Θ̂ پـارامتر  نااريب يهاكنندهبرآورد θ  ،بـر  بايـد  شـرطي  چـه  باشـند  

 هايثابت 
1

k و 
2

k كهطوريبه كرد اعمال  

2211
Θ+Θ ˆˆ kk  

  باشد؟ θ نااريب يهبرآوردكنند يك نيز
X گيرينمونه توزيع به مربوط فرمول از .3-3

 نشان ،كرده استفاده 5-2 بخش در ~

 براي نااريب ايبرآوردكننده ميانه، ،n=3 يهانداز به تصادفي متغيرهاي براي كه دهيد

 با يكنواخت ايجامعه يθ پارامتر
2

1−θ=α و 
2

1+θ=β است.  
 ايبرآوردكننـده  ميانـه،  ،n=3 يهانـداز  بـه  تصادفي اينمونه براي كه دهيد نشان .3-4

  .است نمايي يهجامع يθ پارامتر براي اريب
 ميـانگين  داراي كـه  ايجامعـه  از n يهانداز به تصادفي اينمونه بودن مفروض با .3-5

   كه دهيد نشان است، 2σ متناهي واريانس و μ معلوم

∑
=

μ−
n

i
iX

n
1

21

)(  

  .است2σبراي نااريب ايبرآوردكننده

  .است 2μ نااريب مجانباً يهبرآوردكنند يك 2X كه دهيد نشان .3-6

 كه دهيد نشان .3-7
2

1

+
+

n
X پارامتر براي اريب ايبرآوردكننده θآيـا  .است ايدوجمله ي 

  است؟ نااريب مجانباً برآوردكننده، اين
 گرا .3-8

1
X، 

2
X،…،nX 0 با نرمال ايجامعه از تصادفي اينمونه=μ ،نشان باشد 

   كه دهيد

∑
=

n

i

i

n

X

1

2

  

  .است 2σ نااريب يهبرآوردكنند يك
 باشـد،  θو n پارامترهـاي  بـا  ايدوجملـه  توزيـع  داراي تصادفي متغيري X اگر .3-9

.).( كه دهيد نشان
n
X

n
Xn   .استX واريانس براي اريب ايبرآوردكننده 1−

 متنـاهي  يهجامع ـ از جايگـذاري،  بـدون  ،n يهانـداز  بـه  تصادفي اينمونه اگر .3-10

   كه دهيد نشان شود، اختيار k،…،1،2 مثبت صحيح اعداد از متشكل
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  عبارت با ،nY ترتيبي، يهآمار ينامn گيرينمونه توزيع )الف

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

−
−

=

n

k
n

y

n

n

yf
1

1

)(  

knynبراي   .شودمي داده =…,,

11 )ب −+
nn

n Y. نااريب ايبرآوردكننده يك k است.  
 آنگاه ،)Θ)ˆvar≠0و باشد θ براي نااريب ايهبرآوردكنند Θ̂ اگر كه دهيد نشان .3-11

2
Θ̂ 2نااريب يهبرآوردكنند يكθ نيست.  

 اينمونـه  نـسبت  كـه  دهيد نشان .3-12
n
X  كمتـرين  بـا  نااريـب  يهبرآوردكننـد  يـك 

  .است θ ايدوجمله توزيع ايبر واريانس
 يهبرآوردكننـد  يـك  ،n يهانـداز  بـه  تـصادفي  اينمونـه  ميانگين كه دهيد نشان .3-13

  .است پواسون توزيع يλ پارامتر براي واريانس كمترين با نااريب
 اگر .3-14

1
Θ̂ و 

2
Θ̂ مفـروض  پـارامتر  مـستقل  نااريـب  يهاكنندهبرآورد θ  و باشـند 

)var()ˆvarˆ( باشيم داشته
21

3 Θ=Θ، ثابت مقادير 
1

a و
2

a كـه  طـوري  بـه  كنيـد  پيدا را 

2211
Θ+Θ ˆˆ aa خطـي  تركيـب  چنـين  بـراي  واريـانس  كمترين با نااريب ايدكنندهبرآور 

  .باشد
 يـك  نمـايي،  يهجامع از n يهانداز به تصادفي اينمونه ميانگين كه دهيد نشان .3-15

  .است θ پارامتر واريانس كمترين با نااريب يهبرآوردكنند

nn ،4-3 مثال نااريب يهبرآوردكنند كه دهيد نشان .3-16
n Y.1+، رائـو -كرامـر  نامساوي 

  .شودمين برآورده
 اگر .3-17

1
X ـ يك ميانگين   بـا  نرمـال  ايجامعـه  از n يهانـداز  بـه  تـصادفي  يهنمون

2 واريانس و μ ميانگين

1
σ، و 

2
X  ـ يـك  ميـانگين   از n يهانـداز  بـه  تـصادفي  يهنمون

2 واريانس و μ ميانگين با نرمال يهجامع

2
σ دهيد نشان باشند مستقل نمونه دو و شد،با 

   كه
 )الف

21
1 XwXw ).(. 10 آن در كه +− ≤≤ w، نااريب يهبرآوردكنند يك μ ،است  

   كه وقتي است مينيمم برآوردكننده اين واريانس )ب

21

1

nn

n
w +=  
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 با را الف قسمت يهبرآوردكنند كارآيي ،17-3 تمرين به رجوع با .3-18
2

1=w نسبت 

   با برآوردكننده اين به

2

2

2

1

2

2

σ+σ

σ
=w  

  .كنيد پيدا
 اگر .3-19

1
X و 

2
X هاياندازه به مستقل تصادفي يهانمونه هايميانگين 

1
n و 

2
n از 

 واريانس كه دهيد نشان باشد، 2σ واريانس و μ ميانگين با نرمال ايجامعه

 نااريب يهبرآوردكنند
21

1 XwXw ).(.  كه وقتي است مينيمم +−
21

1

nn

n
w +=.  

 بــا يهبرآوردكننــد كــارآيي ،19-3 تمــرين بــه رجــوع بــا .3-20
2

1=w هبــ نــسبت را 

 با ايبرآوردكننده
21

1

nn

n
w   .كنيد پيدا =+

   آنگاه باشد، θ براي اريب ايبرآوردكننده Θ̂ اگر كه دهيد نشان .3-21

.)]([)ˆvar(])ˆ[( 22 θ+Θ=θ−Θ bE  
 و μ ميـانگين  بـا  نرمـالي  يهـا جامعـه  از n يهانـداز  بـه  تـصادفي  ييهـا نمونه .3-22

4 هايواريانس
2

1
=σ 92 و

1
=σ 026 اگـر  .انـد شـده  استخراج

1
/=x 532 و

2
/=x،  بـا 

  .كنيد برآورد را μ ،17-3 تمرين ب قسمت يهاكنندهبرآورد از استفاده

  سازگاري  3-4

 آن، خطاي مربع ميانگين يا برآوردكننده، يك واريانس كه كرديم فرض قبل، بخش در
 حتي شايد هااندازه اين كه واقعيت اين .است آن شانسي هاينوسان از خوبي يهنشان

 كه كنيد فرض :شودمي تشريح زير مثال در باشند منظور اين براي خوبي ملاك نتوانند
   يهجامع يθ پارامتر مشاهده، يك برمبناي بخواهيم

2

1

11

1

2

1
2

2

1

)(
.).(..)(

)(

θ−+π
ω−+

πσ
ω= σ

θ−−

x
exf

x

  

−∞>>∞+ ازايبه x 1 و<ω<� چگالي، تابع اين كه است آشكار .كنيم برآورد را 

 با كوشي چگالي تابع يك و 2σ واريانس و θ ميانگين با نرمال يهجامع يك از تركيبي

θ=α 1 و=β اگر حال .است ω 100 مثلاً باشد، 1  بهنزديك خيلي

101
−−=ω، و σ 
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100 مثلاً باشد، چككو خيلي

10
−=σ، توزيع اين با تصادفي متغير يك اينكه احتمال 

 براي خوبي بسيار يهبرآوردكنند بنابراين و ،θ به نزديك خيلي كه كند اختيار مقداري

θ ،نيست، موجود كوشي توزيع واريانس چون حال، اين با .است 1 عملاً و باشد 

  .بود نخواهد موجود نيز برآوردكننده اين واريانس

 بايد كه شودمي مطرح آن در واقعيت اين ولي است، غيرعادي حدودي تا بالا مثال

 نزديك مقاديري هاكنندهبرآورد كه بكنيم پيشامدها اين هاياحتمال به بيشتري توجه

 يهقضي بر خود استدلال كردن مبتني با .اختياركنند برآوردكنند، بايد كه پارامترهايي

 اينمونه نسبت آنكه احتمال ،n→∞ وقتي چبيشف،
n

X با كه كند اختيار مقداري 

 ميل 1 به باشد، داشته c<0 دلخواه ثابت از كمتر اختلافي ،θ ايدوجمله توزيع پارامتر

 ،n→∞ وقتي كه داد نشان توانمي چبيشف يهقضي از استفاده با همچنين .كندمي

 ،گيرينمونه ردمو يهجامع ميانگين ،μ با كه كند اختيار مقداري X اينكه احتمال

  .كندمي ميل 1 به باشد، داشته c<0 دلخواه ثابت هر از كمتر اختلافي

 بزرگ، n براي حداقل كه، شديم مطمئن عملاً پيشين، پاراگراف مثال دو هر در      

 اين .اندنزديك خيلي مربوط پارامترهاي به كه كنندمي اختيار مقاديري هاكنندهبرآورد

  .شودمي داده تعميم سازگاري از زير تعريف در »نزديكي« مفهوم

 اگر تنها و اگر است θ پارامتر سازگار يهبرآوردكنند يك Θ̂ يهآمار .2-3 تعريف

  ،c مثبت ثابت هر ازايبه

.)|ˆ(|lim 1=<θ−Θ
+∞→

cP
n

  

 يك يحد خاصيت يعني، ،مجانبي خاصيت يك سازگاري كه كنيد توجه      

 بزرگ كافي حد به n وقتي كه گويدمي 2-3 تعريف عادي، زبان به ،است برآوردكننده

 صورت سازگار يهدبرآوردكنن يك با كه خطايي كه باشيم مطمئن عملاً توانيممي است،

 در حدگيري با كه همگرايي نوع .بود خواهد كمتر مفروضي مثبت ثابت هر از گيردمي

  .شودمي ناميده احتمال در همگرايي عموماً شود،مي توصيف 2-3 تعريف
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 كه داد نشان توانمي چبيشف يهقضي مبناي بر بنابراين
n
X يبرا سازگار ايبرآوردكننده 

 يهبرآوردكنند يك X كه ايمداده نشان 1-3 يهقضي در و است ايدوجمله يθ پارامتر

 مورد در توانيممي اغلب عمل، در .است متناهي واريانس با ايجامعه ميانگين سازگار

 واقع در كه كنيم حكم رزي يهبسند شرط از استفاده با ايبرآوردكننده بودن سازگار

  .است چبيشف يهقضي فوري پيامد

 ،n→∞+ وقتي و باشد θ پارامتر براي نااريب ايبرآوردكننده Θ̂ اگر .3-3 يقضيه

�→Θ)ˆvar(، آنگاه Θ̂ براي سازگار ايبرآوردكننده θ است.  

 واريانس نرمال، يهجامع يك از تصادفي اينمونه براي كه دهيد نشان .9-3 مثال

  .است 2σ براي سازگار ايبرآوردكننده 2S ،اينمونه

 كه دهيم نشان است لازم تنها است، 2σبراي ااريبن يهبرآوردكنند يك ،2S چون .حل

)n، �→)var→∞+ وقتي 2S. يهجامع يك از اينمونه براي كه كنيممي ملاحظه 

   )25-2 تمرين( نرمال

1

2
4

2

−
σ=

n
S )var(  

)n، �→)var→∞ وقتي كه شودمي نتيجه 2S، 2 كه ايمداده نشان بنابراين وS يك 

  .است نرمال يهجامع واريانس سازگار يهبرآوردكنند

 »نااريب مجانباً« ،»نااريب« جاي به ،3-3 يهقضي در اگر كه كنيم توجه است خوب    

  .ايمداده نشان زير مثال در را مطلب اين .است برقرار همچنان قضيه دهيم، قرار را

 يهآمار ليناو يعني،( نمونه مقدار كوچكترين كه دهيد نشان ،3-3 مراجعه با .8-3 مثال

 ترتيبي
1

Y(، پارامتر  سازگار براييهبرآوردكنند يك δ است.  

)( فرمول در جايگذاري با .حل
11

yg گيرينمونه توزيع كه يابيممي در 
1

Y عبارت با   

)()()(
...)(

δ−−−∞+ δ−−δ−− =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= ∫ 1

1

1

1

11

ynn

y

xy
endxeenyg  
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<δ براي
1

y 0 و
11

=)(yg به توانمي نتيجه، اين مبناي بر .شودمي داده سايرجاها در 

 كه داد نشان آساني
n

YE 1

1
+δ=)( بنابراين و 

1
Y نااريب مجانباً يهبرآوردكنند يك δ 

  علاوهبه .است

..)()(
)( ncc yn

edyencYPcYP −+δ

δ
δ−− −==+δ<<δ=<δ− ∫ 1

111

1 

11 چون =− −
+∞→

)(lim nc

n
e، كه شودمي نتيجه 2-3 تعريف از 

1
Y يهبرآوردكنند يك 

  .است δ سازگار

 يك شرط اين .است برآوردكننده يك سازگاري براي كافي شرط 3-3 يهقضي      

 مجانباً حتي يا نااريب، سازگار، يهاكنندهبرآورد كه ندارد ميلزو زيرا نيست لازم شرط

  .باشند نااريب

  بسندگي  3-5

 نمونه، يك اطلاعات يههم از كه صورتي در ناميممي بسنده را Θ̂ مانند ايبرآوردكننده

 كه را دانشي تمام اگر يعني، ،كند برداريبهره جامعه يك يθ پارامتر برآورد به مربوط

 بتوانيم آوريم، دستبه آنها ترتيب و هانمونه فردي مقادير كردن مشخص با توانيممي

   .آوريم دستبه مه Θ̂ يهآمار مقدار يهمشاهد با تنها

 چگالي تابع يا شرطي احتمال توزيع تابع برحسب صوري، طوربه توان،مي را اين      

θ=Θ فرضبه نمونه مقادير شرطي   .شودمي داده زير عبارت با كميت اين .كرد بيان ˆˆ

.
)ˆ(

),...,,(

)ˆ(

)ˆ,,...,,(
)ˆ|,...,,(

θ
=

θ
θ

=θ
g

xxxf

g

xxxf
xxxf nn

n
2121

21
  

 خاص رمقادي صورت اين در باشد، داشته تگيبس θ به عبارت اين اگر
1

X، 
2

X، ... و 

nX كه θ=Θ  مقاديرند، ساير از ترلممحت θ مقادير برخي براي دهند،مي دستبه را ˆˆ

 اين اگر ديگر، سوي از .كرد خواهد كمك θ برآورد به اينهنمو مقادير اين دانستن و

 خاص مقادير باشد، نداشته بستگي θ به عبارت
1

X، 
2

X، ... و nX كه θ=Θ  به را ˆˆ

   مقادير اين دانستن و اند،ملتمح اندازه يك به θ مقدار هر براي دهند،مي دست

  .كرد نخواهد كمكي θ برآورد به اينمونه
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   اگر تنها و راگ است θ پارامتر بسنده يهبرآوردكنند يك Θ̂ يهآمار .3-3 تعريف

 تصادفي يهنمون شرطي چگالي يا شرطي احتمال توزيع ،Θ̂ مقدار هر ازايبه

12
XXX n θ=Θ فرض به ،... ، ، ،   .باشد θ از مستقل ˆˆ

 اگر .9-3 مثال
12

XXX n  θ برنولي يهجامع از n يهندازا به تصادفي اينمونه ...،،،

 دهيد نشان باشد،
n

XXX n+++
=Θ

�

 θ پارامتر  برايبسنده يهبرآوردكنند يك، ˆ21

  .است

  برنولي توزيع بنابر .حل

101

1

,;)();( =θ−θ=θ −
i

xx
i xxf ii

       
ix، ni=,10 ازايبه كهطوريبه ,...,,21=،   

.)()(

)()(),...,,(

ˆˆ θ−θ−

−

=

−

θ−θ=θ−θ=

θ−θ=θ−θ=
∑∑
==∏

nnnxnx

xnxn

i

xx
n

n

i
i

n

i
i

iixxxf

11

11
11

1

1

21  

  چون همچنين

nXXXX +++= �

21
  

   از است عبارت آن توزيع و است، θ و n پارامترهاي با ايدوجمله تصادفي متغير يك

xnx

x

n
nxb −θ−θ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=θ )(),;( 1  

  متغير يلتبد روش از و

1

1

01 ...,,,ˆ;)(ˆ)ˆ(
ˆˆ

nn

n
g nnn =θθ−θ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
θ

=θ θ−θ
              

),,...,ˆ( فرمول در تابع اين جايگذاري با حال، θnxxxf
21

 ،ix=,10 ازايبه 

ni   آوريممي دستبه ،=21,,...,
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.
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⎠
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⎜
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⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

θ

θ−θ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

θ

θ−θ

===

θ−θ=
θ

=
θ

θ
θ−θ

n

nnn

xxx

n

x

n

n

n

n

n

nnn
nn

g

xxxf

g

xxxf

�

21

111

1

1

2121

  

 كه ايمداده نشان ابراينبن و ندارد بستگي θ به عبارت اين كه است آشكار
n
X=Θ̂ يك 

  .است θ براي بسنده يهبرآوردكنند

)( يهآمار كه دهيد نشان .10-3 مثال
321

32

6

1 XXXY  بسنده ايبرآوردكننده =++

  .نيست برنولي يهجامع يθ پارامتر براي

  كه هيمد نشان بايد .حل

)(

),,,(
),,(

yg

yxxxf
yxxxf 321

321
=  

 مقادير برخي ازايبه
123

XXX  در را خاصي حالت بنابراين، .نيست θ از مستقل ،،

1 آن در كه گيريممي نظر
1

=x، 1
2

=x، 0 و
3

=x. بنابراين 
2

1

6

1
03121 =×+×+= )(y 

   و

),,(),,(

),,(

)(

),,,(
),,(

100011

011
011

011

2

1

2

1

321

2

1

ff

f

YP

YXXXP
Yf

+
=

=

====
==    

ix، 321=,10 ازايبه آن در كه ,,=i،  

.)(),,(
)(

321321
3

321
1

xxxxxx
xxxf

++−++ θ−θ=  

),,()( چون θ−θ= 1011
2f 21100 و )(),,( θ−θ=f، كه شودمي نتيجه  

θ=
θ−θ+θ−θ

θ−θ==
22

2

11

1

2

1

11

)()(

)(
),,( Yf �  

 ايمداده نشان بنابراين .دارد بستگي θ به شرطي احتمال ناي كه كرد ملاحظه توانمي و

)( كه
3216

1
32 XXXY  يهجامع يθ پارامتر براي بسنده يهبرآوردكنند يك =++

  .نيست برنولي
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 روي از مفروض پارامتري براي برآوردكننده يك بودن بسنده در تحقيق كه آنجا از      

 بودن بسنده بررسي كه است ترآسان معمولاً است، كنندهكسل كاري ،3-3 تعريف

  .دهيم قرار زير عوامل به تجزيه يهقضي برمبناي را ايآماره

 گرا تنها و اگر است θ پارامتر براي بسنده يهبرآوردكنند يك Θ̂ يهآمار .4-3 يقضيه

   كه طوري به كرد تجزيه بتوان را تصادفي يهنمون توأم احتمال توزيع يا چگالي تابع

),...,,().,ˆ();,...,,( nn xxxhgxxxf
2121

θθ=θ  
)ˆ,( آن در كه θθg به تنها θ و θ̂ و دارد، بستگي ),...,,( nxxxh

21
  .ندارد بستگي θ به 

  .كنيممي تشريح زير مثال كمك به را 4-3 يهازقضي استفاده يهنحو اينجا در      

 يهجامع ميانگين ،μ براي بسنده يهبرآوردكنند يك X كه دهيد نشان .11-3 مثال

  .است 2σ معلوم واريانس با نرمال

   كه واقعيت اين از استفاده با .حل

∑
=σ

μ−−
⎟
⎠
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⎝
⎛

πσ
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n exxxf 1
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   اينكه و
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  آوريممي دستبه
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 گيبست ،μ جامعه، ميانگين به و ،x برآورد به تنها راست سمت عامل ليناو آن در كه

 يك X ،4-3 يقضيه  بامطابق بنابراين، .نيست μ شامل عامل ميندو و دارد،

  .است 2σ معلوم واريانس با نرمالي يهجامع ميانگين ،μ يهبسند يهبرآوردكنند

 مانند ايآماره آيا اينكه تحقيق براي راه دو ،4-3 يهقضي و 3-3 تعريف يهپاي بر      

Θ̂ طور همان .ايمكرده عرضه نه، يا است مفروضي پارامتر يهبسند يهبرآوردكنند يك 

 ولي شود،مي منجر تريآسان حل راه به عوامل به تجزيه يهقضي معمولاً گفتيم قبلاً كه

 تعريف مطابق كه است ترآسان همواره تقريباً نيست، بسنده Θ̂ نكهاي دادن نشان براي

  .كنيم عمل است، شده تشريح 10-3 مثال در كه طور آن ،3-3

   .بريممي پايان به بسنده يهاكنندهبرآورد از مهم بسيار خاصيتي ذكر با را بخش اين      

 مانند مقداري تك تابع هر آنگاه باشد، θ يهبسند يهردكنندبرآو يك Θ̂ اگر

)ˆ(θ= uy، شامل كه θ ،از بسنده يهبرآوردكنند يك نيز نيست θ، از بنابراين و )(θu 

=Θ)ˆ( اينكه بر مشروط است uY مقداري تك معكوس تا كرد حل بتوان را 

)(ˆ yw=θ توانيممي زيرا شودمي حاصل 4-3 يهقضي از نتيجه اين .آيد دستبه آن از 

  بنويسيم

),...,,(].),([);,...,,( nn xxxhywgxxxf
2121

θ=θ  
]),([آن در كه θywg به تنها y و θ 9-3 مثال مورد در را نتيجه اين اگر .دارد بستگي، 

 كه داديم نشان آن در كه
n
X=Θ̂ پارامتر يهبسند يهبرآوردكنند يك θاست برنولي ي 

nXXXX يهبرآوردكنند كه شودمي نتيجه كاربريم، به +++= �

21
 يك نيز 

θ=μ ايدوجمله ميانگين يهبسند يهدكنندبرآور n است.  

  استواري 3-5

 شده مبذول استواري نام به آماري خاصيت يك به خاصي توجه اخير، هايسال در

 هايفرض از تخلف با كه است نامطلوبي تأثيرات ميزان نشانگر خاصيت، اين .است

  استوار را ايبرآوردكننده ديگر، عبارت هب .شودمي برآورد هايروش متوجه مبنايي،

 نباشد، هافرض از تخلف از متأثر جدي طوربه آن گيرينمونه توزيع هرگاه ناميممي 
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 انجام مستقيم خطاهاي براثر كه است هاييافتاده دور از ناشي اغلب هاييتخلف چنين

 در اشتباه معلول اي ،دهندمي روي هاداده ثبت يا سنجش ابزارهاي رؤيت در مثلاً شده،

 گيرينمونه يهاجامعه طبيعت به است ممكن هاتخلف اين .است آزمايش هايروش

 برخي متوسط مفيد عمر برآورد در مثلاً .باشند وابسته نيز آنها پارامترهاي يا شده

 گيريم،مي نمونه نمايي يهجامع يك از كه كنيم گمان است ممكن الكترونيك، قطعات

 گروه متوسط درآمد برآورد هنگام اي است، وايبول يهجامع يك از اقعو در كه حالي در

 از گيرينمونه كه كنيم استفاده فرض اين براساس روشي از است ممكن معيني، سني

 چاوله شدت به )درآمد توزيع( جامعه واقع در كه حالي در است نرمال يهجامع يك

 بين تفاضل قورباغه، نوع ود متوسط هايوزن بين تفاضل برآورد در همچنين .است

 تفاضل كلي طوربه و نژادي، گروه دو )هوشي بهره(IQ هايميانگين
21

μ−μ بين 

 هايواريانس داراي جامعه دو كه كنيم فرض است ممكن جامعه، دو هايميانگين

2 واقع در كهحالي در اند،2σ يكسان

2

2

1
σ≠σ.  

 واقع در ،است دشوار ي،استوار به مربوط هايپرسش اغلب پاسخ كه است آشكار      

 طوربه« از ها،بحث همه رغمعلي .است نادقيق حدي تا قبل بند بيان يهعمد بخش

 مبنايي هايفرض تخلف از صحبت وقتي و داريم، منظوري چه »از نشدن متأثر جدي

 وقتي بنابراين .اندسايرين از ترجدي هاتخلف برخي كه باشد آشكار ايدب كنيم،مي

 يا رياضي از اعم دشواري نوع هر با شوند،مي مطرح نيرومندي به مربوط هايپرسش

 سازيشبيه كمك به توانمي تنها را آنها يهعمد بخش و شويم،مي روروبه آن غير

   .كرد فصل و حل كامپيوتري

  تمرين

 كــه دهيــد نــشان ،كــرده اســتفاده 2-3 تعريــف از .3-23
1

Y، ــيناو  ترتيبــي يهآمــار ل

  .است α=β+1 با يكنواخت ايجامعه يα پارامتر براي سازگار ايبرآوردكننده
 اگر .3-24

1
X،

2
X،…،nX يهانداز به تصادفي اينمونه n باشـد،  نمايي ايجامعه از 

  .است θ پارامتر سازگار يهبرآوردكنند يك X كه دهيد نشان
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 اگر .3-25
1

X،
2

X،…،nX يهانداز به تصادفي اينمونه n باشـد  نمايي ايجامعه از 

  .است θ پارامتر براي بسنده يهبرآوردكنند يك X كه دهيد نشان
ــر .3-26  اگ

1
X و 

2
X ــاي ــصادفي متغيره ــستقلي ت ــند م ــه باش ــع داراي ك ــايتوزي   ه

 و θ پارامترهاي با ايدوجمله 
1

n، و θ و 
2

n  ،كـه  دهيـد  نـشان  هـستند 
21

21

nn
XX

+
 يـك  +

  .است θ بسنده يهبرآوردكنند
 اگر .3-27

1
X و 

2
X 2 يهانداز به اينمونه=n دهيـد  نـشان  باشـد،  سوناپو توزيع از 

  .است λ پارامتر يهبسند يهبرآوردكنند يك نمونه ميانگين كه
 اگر .3-28

1
X،

2
X، و 

3
X 3 يهانـداز  بـه  تصادفي اينمونه=n برنـولي  يهجامع ـ از 

 كه دهيد نشان باشد،
321

2 XXXY   .نيست θ يهبسند يهبرآوردكنند يك =++
 واريـانس  يهبـسند  يهبرآوردكنند يك 5-3 تمرين يهبرآوردكنند كه دهيد نشان .3-29

  .است μ معلوم ميانگين با نرمال ايجامعه

  گشتاوري روش  3.5

 اسـت  ممكـن  جامعـه،  از واحـد  پـارامتري  بـراي  ايـم، ديـده  فـصل  اين طي كهطوريبه
 يـا  روش، كـه  بود خواهد مناسب بنابراين .باشند داشته وجود متعددي يهاهكنندبرآورد
 ممكن، حد تا كه كنند عايد ييهاكنندهبرآورد كه باشيم داشته اختيار در كلي، هاييروش

 چنـين  از مـورد  دو 6-3 بخـش  در و بخش اين در .باشند داشته مطلوبي متعدد خواص
 لحـاظ  از كـه  ،گشتاورها روش :از انـد عبارت روش دو اين .كنيممي ارائه را هاييروش

   .ماكسيمم درستنمايي روش و هاستروش ترينميقدي از يكي تاريخي

 گـشتاورهاي  بـا  جامعه يهلياو گشتاور چند برابرگرفتن از متشكل گشتاورها روش      
 كه است نياز مورد يهمعادل تعدادي هر آوردن دستبه ترتيب بدين و نمونه، يك متناظر

  .آيند دستبه آنها حل از جامعه مجهول پارامترهاي

 ماننـد  هـا مـشاهده  از ايمجموعـه  اينمونه امين گشتاور k .4-3 تعريف
12

xxxn ، ، ، ...، 

  نمادي طوربه دهند،مي نشان ′km با را آن و آنهاست امk هايتوان ميانگين

.∑=′
=

n

i

k
ik x

n
m

1

1  
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 حل از عبارت گشتاورها روش باشد، پارامتر r داراي ايجامعه اگر بنابراين،      

  معادلات دستگاه

rkm kk ,...,,; 21=μ′=′
        

  .است جامعه پارامتر r براي

 از گاما، يهجامع يك از n يهانداز به تصادفي يانمونه بودن مفروض با .12-3 مثال

 دستبه β و α پارامترهاي برآورد براي هاييفرمول كرده استفاده گشتاورها روش

  .آوريد

 آن واريانس و ميانگين و شود مطرح گاما توزيع چگالي تابع اينجا در است لازم( .حل

 از است عبارت كنيم حل بايد كه معادلاتي دستگاه )شود مرور

2211
μ′=′μ′=′ mm      ,  

2 ،6-3 يهقضي طبق چون

2
1 β+αα=μ′ ′αβ=μ و )(

1
  معادلات ،

2

21
1 β+αα=′αβ=′ )(, mm        

 براي زير هايفرمول ،β و α برحسب معادله دو اين حل با و آوريم،مي دستبه را

 .آيندمي دستبه گاما توزيع پارامتر دو برآورد

.
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 بنويسيم ليه،او مشاهدات برحسب توانيممي ،
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 اين به توجه حال اين با .كرديم برآورد را خاصي يهجامع پارامترهاي بالا، ثالم در      

 روش اند،جامعه گشتاورهاي برآورد، مورد پارامترهاي وقتي كه دارد اهميت نكته

  .برد كاربه جامعه تابعي شكل دانستن يا ماهيت از اطلاع بدون توانمي را گشتاورها
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  ماكسيمم درستنمايي روش  3-6

 درسـتنمايي  روش نـام  بـه  بـرآورد  كلـي  روش آماردانـان،  تـرين برجسته از يكي ،فيشر
 نـشان  مطلـب  اين اثبات با را روش اين مزاياي همچنين وي .ساخت مطرح را ماكسيمم

 ايـن  از حاصـل  يهـا كننـده برآورد باشـند،  موجود بسنده يهاكنندهبرآورد گاههر كه داد
 بـا  نااريـب  مجانبـاً  ييهـا كننـده  بـرآورد  ،هاندهكنبرآورد اين اينكه نيز و اند،بسنده روش

  .اندواريانس كمترين
 فـرض  اسـت  مبتنـي  آن بر ماكسيمم درستنمايي روش كه اصلي فهم به كمك براي      
 يكـي  گيرنده، به نامه تحويل از پيش اام شده، فرستاده شخصي نشاني به نامه چهار كنيد

 حـساب صـورت  محتـوي  پاكـت  دو ديگر، پاكت سه بين در اگر، .است شده گم آنها از
 تعـداد  ،k پـارامتر  براي خوب برآوردي باشد، نامهدعوت يك محتوي ديگري و بانكي

 است روشن چيست؟ اند،شده ارسال دريافتي يهنام چهار با كه هاييحسابصورت كل
  سـاير  بـا  نامـه  هـر  دنش ـگـم  شانس اينكه فرض با و باشد، سه يا دو بايد تعداد اين كه
 يهنام ـ سـه  از نامـه  دو كـه ( شـده  مشاهده يهداد احتمال يابيمميدر باشد، برابر هانامه 

 از است عبارت k=2 براي )اندبانكي حسابصورت ماندهباقي
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  از است عبارت k=3 براي و

.
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 مقداري بانكي هايحسابصورت كل تعداد از خود برآورد عنوانبه اگر اين بنابر      

 ماكسيمم را نامه سه از آمده دستبه يهشد مشاهده هايداده احتمال كه كنيم انتخاب را

 ماكسيمم، اييدرستنم برآورد يك را برآورد اين .آوريممي دستبه را k=3 مقدار كند،

  .ناميممي ماكسيمم درستنمايي روش است، شده حاصل آن از برآورد اين كه را روشي و

 يهنمون يك مقادير كه است آن ماكسيمم درستنمايي روش اصلي سيماي بنابراين،      

 جامعه، مجهول پارامترهاي از خود برآورد عنوانبه سپس و گرفته نظر در را تصادفي
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 مقادير آوردن دستبه احتمال چگالي يا احتمال آنها، براي كه زينيمرگب را مقدارهايي

 يك حالت به را بحث آيد،مي زير در آنچه .شود ماكسيمم شده، حاصل اينمونه

 در كلي يهايد ديد، خواهيم 16-3 مثال در كه طور همان اام كنيم،مي محدود پارامتري

 حالت در .است استفاده قابل شند،با موجود مجهول پارامتر چندين كه نيز حالتي

 مقادير شده، مشاهده هايداده اگر گسسته،
12

xxxn  آوردن دستبه احتمال باشند، ...،،،

 از است عبارت آنها

);,...,,(),...,,( θ==== nnn xxxfxXxXxXP
212211

  
 تصادفي متغيرهاي توأم احتمال توزيع مقدار همان كه

12
XXX n   يهنقط در ... ، ، ،

 اينمونه 
1122

xXxXxX nn ===  اند،شده مشاهده اينمونه مقادير چون .است ... ،،،

),,...,;( هستند، ثابتي اعداد بنابراين و θnxxxf
21

 θ پارامتر از تابعي مقدار عنوانبه را 

 يك از تصادفي يهنمون كه حالتي در .ناميممي درستنمايي تابع را آن و كنيممي تلقي

 حالت اين در ولي است اعمال قابل مشابه تعريف باشد، آمده پيوسته يهجامع

);,...,,( θnxxxf
21

 تصادفي متغيرهاي توأم احتمال چگالي مقدار 
12

XXX n  در ... ، ، ،

1122
xXxXxX nn ===   .است ... ،، ،

 اگر .5-3 تعريف
12

xxxn  θ پارامتر با ايجامعه از تصادفي يهنمون يك مقادير ...،،،

 دارند قرار مفروضي يهحوز در كه θ مقادير براي نمونه اين درستنمايي تابع باشند،

  از است عبارت

).;,...,,()( θ=θ nxxxfL
21

  
),,...,;( دراينجا θnxxxf

21
 متغيرهاي توأم چگالي تابع يا توأم احتمال توزيع مقدار 

 تصادفي
12

XXXn  در ...،،،
1122

xXxXxX nn ===   .است ... ،،،

 به نسبت درستنمايي تابع كردن ماكسيمم از عبارت ماكسيمم درستنمايي روش ،بنابراين

θ مقدار آن و است θ درستنمايي ردبرآو كند،مي ماكسيمم را درستنمايي تابع كه را 

  .ناميممي θ ماكسيمم
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 ماكسيمم درستنمايي برآورد ،آزمايش n در »موفقيت« x بودن مفروض با .13-3 مثال

  .كنيد پيدا نظير ايدوجمله توزيع در را θپارامتر

  كه θ از مقداري كردن پيدا براي .حل

xnx

x

n
L −θ−θ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=θ )()( 1  

 را θL)( كه θ مقدار كه كنيم استفاده واقعيت اين از است بهتر كند،مي ماكسيمم را

  تابع كند،مي ماكسيمم

)ln().(ln.ln)(ln θ−−+θ+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=θ 1xnx
x

n
L  

  كه گيريممي نتيجه ،ابراينبن .كندمي ماكسيمم نيز را

θ−
−−

θ
=

θ
θ

1

xnx

d

Ld )]([ln  

 درستنمايي تابع كه يابيمميدر ،θ به نسبت آن حل و � با مشتق اين برابرگرفتن با و

 در ميماكسيم داراي
n
x=θ پارامتر ماكسيمم درستنمايي برآورد مقدار، اين .است θ در 

 و است ايدوجمله توزيع
n
X=Θ̂ ناميممي نظير ماكسيمم درستنمايي يهبرآوردكنند را.  

 اگر .14-3 مثال
12

xxxn  باشند، نمايي ايجامعه از تصادفي يهنمون يك مقادير ...،،،

  .كنيد پيدا را جامعه يθ پارامتري ماكسيمم درستنمايي برآورد

  صورت به درستنمايي تابع چون .حل

)(
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ln)( از گيريمشتق با است، θL به نسبت θ 

∑
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 برآورد ،θ به بتنس آن حل و صفر با مشتق اين گرفتن برابر از .آيدمي دستبه

 آوريممي دستبه را زير ماكسيمم درستنمايي
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..ˆ xx
n

n

i
i ==θ ∑

=1

1  

  .X=Θ̂ از است عبارت ماكسيمم درستنمايي يهبرآوردكنند بنابراين،

 حسابان مقدماتي هايروش از توانمين آن در كه كنيممي بررسي نيز را مثالي حال      

  .كرد استفاده درستنمايي تابع ماكسيمم مقدار يافتن براي

 اگر .15-3 مثال
12

xxxn  يهجامع از n يهانداز به تصادفي اينمونه مقادير ...،،،

  .كنيد پيدا را درستنمايي ماكسيمم يهبرآوردكنند باشند، α=� با ايپيوسته يكنواخت

  صورت به درستنمايي تابع .حل

∏
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 چون .جاهاست ساير در � و هاx مقدار بزرگترين با برابر يا رگتبزر يβ مقادير براي

 ممكن كه قدر هر را β بايد يابد،مي افزايش ،β كاهش با درستنمايي تابع اين مقدار

 همان β ماكسيمم درستنمايي يهبرآوردكنند كه شودمي نتيجه و بگيريم، كوچك باشد،

nY، nاست ترتيبي يهآمار امين.  

 كه ندارد ميلزو كه يابيمميدر ،3-3 مثال يهنتيج با مثال اين نتيجه همقايس از      

 و 13-3 هايمثال يهاكنندهبرآورد .باشند نااريب ماكسيمم، درستنمايي يهاكنندهبرآورد

   .بودند نااريب 3-14

 براي توانمي را ماكسيمم درستنمايي روش ايم،كرده نشان خاطر قبلاً كه طورهمان      

 بايد حالت اين در .برد كاربه نيز مفروض ايجامعه پارامتر چندين زمانهم برآورد

  .كنيم پيدا كنند،مي ماكسيمم را درستنمايي تابع كه را پارامترهايي مقادير

 اگر .16-3 مثال
12

XXX n  با نرمال يهجامع از n يهانداز به تصادفي اينمونه ...،،،

 پارامتر دو اين توأم ماكسيمم درستنمايي برآوردهاي باشد، 2σ واريانس و μ نگينميا

  .كنيد پيدا را

 صورت به درستنمايي تابع چون .حل
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ln),( جزئي مشتق گرفتن با است، 2σμL به نسبت μ 2 وσ كه شودمي نتيجه  
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 .آوريممي دستبه μ برحسب آن حل و صفر با جزئي مشتق ليناو گرفتن برابر از

∑
=

==μ
n

i
i xx

n
1

1

.ˆ  

 قراردادن از بعد و 2σ برحسب آن حل و صفر اب جزئي مشتق ميندو گرفتن برابر با و

x=μ، آوريممي دستبه 
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 ماكسيمم درستنمايي برآورد يك σ̂ كه ايمنكرده ثابت ما كه شود توجه است لازم      

σ ،2كه ايمكرده ثابت تنها بلكه استσ̂ 2ماكسيمم درستنمايي برآورد يكσ با .است 

 اين داراي ماكسيمم درستنمايي يهاكنندهبرآورد كه داد نشان توانمي حال، اين

 تابع و θ ماكسيمم اييدرستنم يهبرآوردكنند يك Θ̂اگر كه هستند ناوردايي خاصيت

 ماكسيمم درستنمايي يهبرآوردكنند يك نيز Θg)ˆ( آنگاه باشد، پيوسته θg)( مفروض

)(θg كه گيريممي نتيجه اينجا از .است  

∑
=

−=σ
n

i
i xx

n
1

21

)(.ˆ  

 را Σ آن، در زيرا است متفاوت s از كه است، σ ماكسيمم اييدرستنم برآورد يك نيز

  .كنيممي تقسيم n بر n−1 جايبه
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  تمرين

 اگر .3-30
1

X، 
2

X، …، nX ميانگين با ايجامعه از تصادفي اينمونه μ واريانس و 
2σ ،براي ييهاكنندهبرآورد ،كرده استفاده گشتاورها روش از باشد μ 2 وσ كنيد پيدا.  
 روش از نمـايي،  ايجامعـه  از n يهانـداز  به تصادفي اينمونه بودن مفروض با .3-31

  .آوريد دستبه θ پارامتر براي ايبرآوردكننده كرده استفاده گشتاورها
 بـا  يكنواخـت  ايجامعـه  از n يهانـداز  بـه  تـصادفي  اينمونه بودن مفروض با .3-32

0=α، براي ايبرآوردكننده β آوريد دستبه گشتاورها شرو كمك به.  
 روش از پواسـون،  يهجامع ـ از n يهانداز به تصادفي اينمونه بودن مفروض با .3-33

  .آوريد دستبه λ پارامتر براي ايبرآوردكننده كرده استفاده گشتاورها
 اگر .3-34

1
X، 

2
X، …، nX يهانداز به تصادفي اينمونه n صورت به ايجامعه از  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ θ<<

=θ θ

−θ

جاهاساير  0

0

2

2

x
xf

x)(

);( 

  .آوريد دستبه گشتاورها روش به θ براي ايبرآوردكننده باشد،
3-35. N پارامترهـاي  با ايدوجمله توزيع داراي مستقل تصادفي متغير θ 3 و=n را 

 اگر .بگيريد نظر در
0

n 0 مقادير آنها از تا، 
1

n 1 مقـدار  تا، 
2

n و ،2 مقـدار  تـا 
3

n  تـا 
 θ كـردن  برآورد براي فرمولي كرده استفاده گشتاورها روش از ،كنند اختيار را 3 مقدار

  .آوريد دستبه
  .كنيد حل دوباره را 33-3 تمرين كرده استفاده ماكسيمم درستنمايي روش از .3-36

 ميانگين با نرمال ايجامعه از n يهانداز به تصادفي اينمونه بودن مفروض با .3-37

  .كنيد پيدا را σ ماكسيمم درستنمايي يهبرآوردكنند ،μ معلوم
 اگر .3-38

1
V، 

2
V، …، nV و 

1
W، 

2
W، …، nW از مستقل تصادفي يهانمونه 

β+α=μ هايميانگين با نرمال يهاجامعه
1

β−α=μ و 
2

 مشترك واريانس و 

1
2 =σ ،ماكسيمم درستنمايي يهاكنندهبرآورد باشند α و β كنيد پيدا را.  

 اگر .3-39
1

V، 
2

V، …، nV و 
1

W، 
2

W، …، nW به مستقلي تصادفي يهانمونه 

 هاياندازه
1

n و 
2

n هايميانگين با نرمال يهاجامعه از 
1

μ و 
2

μ مشترك واريانس و 
2σ ،ماكسيمم نماييدرست يهاكنندهبرآورد باشند 

1
μ، 

2
μ 2 وσ كنيد پيدا را.  
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 كه كنيد فرض .3-40
1

X، 
2

X، …، nX يهانداز به تصادفي اينمونه n يهجامع ـ از 

   يكنواخت

⎩
⎨
⎧ +θ<<−θ

=θ
جاهاساير  0

1
2

1

2

1 x
xf );(  

 كه دهيد نشان .باشد
1

Y و nY، و ليناو nيهبرآوردكننـد  هر باشند، ترتيبي يهآمار امين 
θ كه طوريبه   

2

1

2

1

1
+≤θ≤− YYn

ˆ  

 دهـد مي نشان نتيجه، اين .رود كاربه θ درستنمايي يهبرآوردكنند يك عنوان به تواندمي
  .باشند يكتا ماكسيمم درستنمايي يهاكنندهبرآورد ندارد ميلزو كه
ــا .3-41 ــه رجــوع ب ــد بررســي ،40-3 تمــرين ب ــا كــه كني ــدهبرآورد آي ــر يهــاكنن    زي

  هستند؟ θ ماكسيمم درستنمايي ياهكنندهبرآورد

)( )الف nYY +
12

1،  

)( )ب
213

1
2YY +.  

  از اندعبارت خاصي نژادي گروه به وابسته نوجوان IQ ،10][هوشي يهبهر .3-42

9811410510112311710692110108    و  ،  ، ، ، ، ، ، ، ،
   ازاندعبارت ديگر نژادي گروه يك به وابسته نوجوان شش هوشي يهبهر كه درحالي

12210599126114108   و ، ، ، ، ،
 با نرمال يهاجامعه از مستقل تصادفي يهانمونه را هاداده اين بتوان اينكه فرض با

 هايميانگين
1

μ و 
2

μ 2 مشترك واريانس وσ كمك به را پارامترها اين كرد، تلقي 
  .كنيد برآورد 39-3 تمرين در آمده دستبه ماكسيمم درستنمايي يهاكنندهبرآورد



 



  
 

 چهارمفصل 
 
 

 كاربردها :دبرآور
  
 
 مقدمه  4-1

 متداول يهطريق اينقطه برآورد گرچه .پرداختيم اينقطه برآورد به موس فصل در
 مثلاً، .است باقي زيادي هايپرسش براي جا آن، يهدربار اام برآوردهاست توصيف
 و است مبتني تاطلاعا از مقداري چه بر برآورد كه گويدمين ما به اينقطه برآورد
 θ̂ برآورد يك توانيممي بنابراين .كندنمي بيان ممكن خطاي يهانداز يهدربار چيزي
 يهدربار ديگري اطلاعات يا ،var(Θˆ( مقدار و نمونه يهانداز افزايش با را θ پارامتر
 سازدمي قادر را ما كار اين ديد، خواهيم كه طوريبه .كنيم كامل Θ̂ گيرينمونه توزيع

  .كنيم ارزيابي را خطا ممكن يهانداز كه

  ،θ ايفاصله برآورد يك .كنيم استفاده ايفاصله برآورد از توانيممي متقابلاً،      
 شكل به )ايبازه( ايفاصله 

21
θ<θ<θ  آن در كه تاس ˆˆ

1
θ̂ و 

2
θ̂ متغيرهاي مقادير 

 مانند مناسبي تصادفي
1

Θ̂ و 
2

Θ̂احتمال ازايبه كه است آن »مناسب« از منظور .اند 
 ،α−1 مانند مشخصي

.)ˆˆ( α−=Θ<θ<Θ 1
21

P 
 ،α−1 مشخص مقدار براي

21
θ<θ<θ %)( اطمينان يهفاصل يك را ˆˆ α−1100 براي 

θ همچنين .ناميممي α−1، فاصله، سر دو و اطمينان، يهدرج 
1

θ̂ و 
2

θ̂، هايكران 

050 براي مثلاً، .شوندمي ناميده بالايي و پاييني اطمينان /=α، 950 اطمينان يهدرج / 

 .آوريممي دستبه %95 اطمينان يهفاصل يك و است
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 اطمينان هايفاصله ،اينقطه برآوردهاي نظير كه، است ضروري نكته اين درك      

شده  تشريح فصل همين سوم بخش در نيز و 2-4 تمرين در مطلب اين .نيستند يكتا

 هايفاصله كه دهيممي نشان واحدي، تصادفي يهنمون مبناي بر آنجا، در كه است

 .دارند يكساني اطمينان يهدرج آنها يههم كه است موجود μ براي متعددي اطمينان

 بايد اطمينان، هايفاصله آوردن دستبه هايروش ،اينقطه برآورد مورد مانند بنابراين

 آن مطلوب خاصيت يك مثال، عنوانبه .شوند داوري آنها مختلف آماري خواص بنابر

%)( اطمينان يهفاصل طول كه است α−1100 شود؛ گرفته كوچك امكان سرحد تا 

)ˆˆ( طول، اين اميد كه است آن ديگر مطلوب خاصيت
12

Θ−ΘE، انامك سرحد تا 

   .باشد كوچك

 هاميانگين برآورد  4-2

 ارزيابي اينقطه برآورد در را خطاها يهانداز توانمي چگونه كه مطلب اين تشريح براي
 ميانگين برآورد براي تصادفي يهنمون يك ميانگين از بخواهيم كه كنيد فرض كرد،

   براي X گيرينمونه توزيع .يمكن استفاده 2σ معلوم واريانس با نرمال ايجامعه

 توزيع ،2σ واريانس و μ ميانگين با نرمال ايجامعه از n يهانداز به تصادفي اينمونه

μ=μ با نرمال X واريانس و 
nX

2
2 σ=σ بنويسيم توانيممي ،اينبنابر .است 

α−=< α 1
2

)|(| /zZP 

  آن در كه

n

X
Z

/σ
μ−= 

 و
2/αz از انتگرال كه است ايگونهبه 

2/αz 2 برابر ∞ تاα كه شودمي نتيجه .است  

../ α−=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ σ<μ− α 1

2 n
zXP 

  اينكه گر،دي عبارت به يا
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 با نرمال ايجامعه از n يهانداز به تصادفي اينمونه ميانگين ،X از اگر .1-4 يقضيه

 احتمال شود، استفاده جامعه ميانگين يهبرآوردكنند يك عنوانبه 2σ معلوم واريانس

 از كمتر خطاقدرمطلق مقدار اينكه
n

z σ
α   .است α−1 برابر باشد، 2/.

 اينمونه ميانگين از خواهندمي كارگران، كارآيي كارشناسان از تيم يك .1-4 مثال

 كارگران قابليت استعداد متوسط مقدار كردن برآورد براي n=150 يهانداز به تصادفي

 اندازه معين شده استاندارد امتحان يك كمك به( تيصنع بزرگ بخش يك در كار مونتاژ

 كه كنند فرض كارآيي كارشناسان تجربه، برمبناي اگر، .كنند استفاده )شودمي گرفته

26 ايداده چنين براي /=σ، 990 احتمال با برآورد، خطاي حداكثر يهدربار  چه ،/

 بدهند؟ توانندمي ميحك

5752 و ،n، 26/=σ=150 دادن قرار با .حل
0050

// =z حداكثر به مربوط عبارت در 

  مقدار خطا،

301

150

26

5752 /
/

./ = 

990 احتمال با توانندمي كارآيي كارشناسان ،بنابراين .آوريممي دستبه را  كنند حكم /

  .بود خواهد /301 از كمتر آنها خطاي كه

 و بپردازند هاداده گردآوري به عملاً كارآيي، كارشناسان اين كه كنيد فرض حال      

569 مقدار /=x 990 احتمال با توانندمي هم هنوز اآي .آورند دستبه را  كنند حكم /

569 با آنها برآورد خطاي كه /=x ،569 اختلاف واقع در است؟ /301 از كمتر /=x 

 راهي هيچ آنها و است، آن از بيشتر يا و كمتر /301 از يا )جامعه(واقعي ميانگين از

 به قادر آنها البته .ندارند است، درست آنها از يك كدام اينكه از اطمينان حصول براي

990 احتمال كه كرد توجه بايد اام رندكا اين  شامل )دهندمي كه ميحك درستي براي( /

   خطا حداكثر يهمحاسب و برآوردشان آوردن دستبه براي كه است روشي حال

 و اندبرده كاربه )1-4 يقضيه فرمول از استفاده و ،x مقدار تعيين ها،داده آوريجمع(

 .شودمين مرتبط اند،آن برآورد درصد كه پارامتري به مستقيماً
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 يهكلم جايبه اينجا در كه است شده مرسوم افتراق، وجه اين كردن روشن براي      

 احتمالاتي هايحكم از ما كلي، درحالت .كنند استفاده »اطمينان« يهكلم از »احتمال«

 هايحكم و )برآورد يك يهبالقو خطاي ،مثلاً( تصادفي متغيرهاي آتي مقادير يهدربار

   بالا مثال در بايد اساس، براين .كنيممي استفاده ها،داده حصول محض به اطمينان

990 توانندمي كارآيي كارشناسان كه گفتيممي  آنها، برآورد خطاي كه باشند مطمئن /

569 /=x، است /301 از كمتر.  

 با نرمال ايجامعه ميانگين برآورد براي اطمينان يهفاصل فرمول يك ساختن براي      

  احتمال به ،2σ معلوم واريانس

α−=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ σ<μ− α 1

2 n
zXP / 

  صورتبه را آن اينك كه كنيممي رجوع

α−=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ σ+<μ<σ− αα 1

22 n
zX

n
zXP .. // 

  كه شودمي نتيجه .نويسيممي

 ايجامعه از n يهانداز به تصادفي يهنمون يك ميانگين مقدار x رگا .2-4 يقضيه

 آنگاه باشد، 2σ معلوم واريانس با نرمال

n
zx

n
zx

σ+<μ<σ− αα .. // 22
 

%)( اطمينان يهفاصل يك α−1100 است جامعه ميانگين براي.   

 واريانس با نرمال يهجامع يك از n=20 يهانداز به تصادفي اينمونه اگر .2-4 مثال

225
2 =σ 364 ميانگين داراي /=x ،ميانگين، براي %95 اطمينان يهفاصل يك باشد 

μ، بسازيد.  

n، 364=20 قراردادن با .حل /=x، 15=σ، 961 و
0250

// =z يهفاصل فرمول در 

  عبارت ،2-4 يهقضي اطمينان
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20

15
961364

20

15
961364 //// +<μ<− 

  صورتبه كه آوريممي دستبه را

970757 // <μ< 
 .شودمي خلاصه

 را واقعيت اين .نيستند يكتا مجهول پارامترهاي براي اطمينان يهفاصل هايفرمول      

%)( اطمينان يهفاصل فرمول دادن تغيير با آسانيبه توانمي α−1100 به 2-4 يهقضي 

  صورت

n
zx

n
zx

σ+<μ<σ− αα .. // 332
 

%)( يهطرفيك اطمينان يهفاصل صورتبه يا α−1100 

n
zx

σ+<μ α . 

 اي،نمونه ميانگين جايبه را اطمينان يهفاصل مبناي توانستيممي همچنين .كرد ملاحظه

  .قراردهيم برد ميان مثلاً، يا اي،نمونه يهميان

 يك از تصادفي اينمونه كه اندآن مستلزم 2-4 و 1-4 هايقضيه صريح، بيانبه      

 حد يهقضي به توجه با ا،ما .باشيم داشته اختيار در 2σ ممعلو واريانس با نرمال يهجامع

 كاربه نيز غيرنرمال هايجامعه از تصادفي هايينمونه براي را نتايج اين توانمي مركزي،

  توانيممي حالت اين در .n≤30 يعني باشد؛ بزرگ كافي حد به n اينكه بر مشروط برد

   .قراردهيم را اينمونه معيار انحراف مقدار نيز σ جايبه 

 براي بالغ فرد كه را زماني متوسط مقدار خواهدمي صنعتي طراح يك .3-4 مثال

 زير هايداده از .كند تعيين كند،مي صرف »جورچين« بازي اسباب يك سواركردن

 اطمينان يهاصلف يك كرده استفاده است، تصادفي يهنمون يك كه ،)دقيقه برحسب(

 .دبسازي است، شده استخراج آن از نمونه كه ايجامعه ميانگين براي 95%

112824122230141922201016

22251832211717820242326

152128162229211719181317
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n، 9219=36 دادن قرار با .حل /=x، 961
0250

// =z، 735 و /=s جايبه σ در 

  عبارت ،2-4 يهقضي اطمينان يهفاصل فرمول

36

735
9619219

36

735
9619219

/
//

/
// +<μ<− 

0518 از عبارت اطمينان هايفاصله حدود بنابراين .آوريممي دستبه را  دقيقه /7921و /

  .است

 σ و ،n>30 داريم، سروكار نرمال يهجامع يك از تصادفي اينمونه با وقتي      

 اين از حالت، اين در .برد كاربه توانمين را 2-4 و 1-4 هايقضيه است، مجهول

  كه كنيممي استفاده حقيقت

nS

X
T

μ−= 

 قراردادن با .است آزادي يهدرج n−1 با تي توزيع داراي تصادفي متغير يك
nS

X μ− 

  در T جايبه

α−=<<− −α−α 1
1212
)( ,, nn tTtP 

 درآن كه
12 −α nt مطرح شده در  اطمينان يهفاصل است، شده تعريف 4-3 بخش در ,

   .آوريممي دستبه μ براي را 3-4قضيه 

 به تصادفي يهنمون يك معيار انحراف و ميانگين مقادير s و x اگر .3-4 يقضيه

  آنگاه باشند، 2σ معلوم واريانس با نرمال اي جامعه از n يهانداز

n
stx

n
stx nn 1212 −α−α +<μ<− ,, 

%)( اطمينان يهفاصل يك α−1100 است جامعه ميانگين براي.   

  كاربه زياد است 30 از كوچكتر n وقتي اطمينان، يهفاصل لفرمو اين چون      

  .ناميممي μ اينمونه كوچك اطمينان يهفاصل را آن رود،مي 
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 جديد رنگ شدن خشك زمان متوسط خواهدمي رنگ يهسازند يك .4-4 مثال

 هايمساحت با آزمايشي سطح 12 براي اگر .كند معين را ساختمان داخلي ديوارهاي

366 مساوي را شدن خشك زمان ميانگين وي برابر،  مساوي را معيار انحراف و دقيقه /

48  دستبه μ واقعي ميانگين براي %95 اطمينان يهفاصل يك آورد، دستبه دقيقه /

  .آوريد

366 جايگذاري با .حل /=x، 48 /=s، 2012 و
110250

/,/ =t )يهفاصل ،)5 جدول از 

  صورتبه μ براي %95 اطمينان

12

48

12

48
20123662012366

// //// +<μ<− 

  صرفاً يا

671061 // <μ< 
 از يهفاصل كه كنيم اظهار %95 اطمينان با توانيممي كه است معني بدان اين .آيدمي در

  .دربردارد را رنگ شدن خشك زمان واقعي ميانگين دقيقه، /671 تا دقيقه /061

 بر مشتمل اساساً ساختيم، بخش اين در را اطمينان هايفاصله آن مطابق كه روشي      

 نيز و اينمونه هايداده كمك به آن مقادير كه است مناسبي تصادفي متغير كردن پيدا

 درصد كه نيست پارامتري متضمن آن توزيع گرچه شوند،مي معين جامعه پارامترهاي

  تصادفي متغير از وقتي مثلاً، .هستيم آن برآورد

n

X
Z

σ
μ−= 

 براي آن توزيع ولي نيست محاسبه قابل μ دانستن بدون آن مقادير كه كرديم استفاده

 نيست، μ متضمن و است استاندارد نرمال توزيع نرمال، هايجامعه از تصادفي اينمونه

 روش كه اطمينان، هايفاصله آوردن دستبه روش اين .كرديم عمل نحو همينبه

 تريكلي هايروش ولي است، استفاده مورد گسترده ايگونهبه شود،مي اميدهن محوري

 كتاب انتهاي مراجع بين در كه بوز و بيل، گري مود، كتاب در آنها از يكي كه موجودند

   .اندقرارگرفته بحث مورد است،
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 هاميانگين بين تفاضل برآورد  4-3

 از مستقل تصادفي هاينمونه براي كه يابيمميدر 3-3 و 2-3 هايتمرين از استفاده با

  نرمال هايجامعه

2

2

2

1

2

1

2121

nn

XX
Z

σσ
+

μ−μ−−
=

)()(
 

   در Z جايبه عبارت اين دادن قرار با .است استاندارد نرمال توزيع داراي
α−=<<− αα 1

22
)( zZzP 

 براي زير اطمينان يهفاصل محوري، روش از
21

μ−μ آيدمي دستبه.  

 اگر .4-4 يقضيه
1

x و 
2

x يهانداز به مستقل تصادفي متغيرهاي هايميانگين مقادير 

1
n و 

2
n 2 معلوم هايواريانس با نرمال هايجامعه از

1
σ 2 و

1
σ ،آنگاه باشند  

2

2

2

1

2

1

22121

2

2

2

1

2

1

221 nn
zxx

nn
zxx

σ
+

σ
+−<μ−μ<

σ
+

σ
−− αα .)(.)( 

%)( اطمينان يهفاصل يك α−1100 است جامعه ميانگين دو بين تفاضل براي.   

 از تصادفي هاينمونه براي را نتيجه اين مركزي، حد يهقضي كمكبه توانمي      

2 معلوم هايواريانس با غيرنرمال هايجامعه

2
σ 2 و

1
σ اينكه بر مشروط برد، كاربه نيز 

1
n و 

2
n 30 كه وقتي يعني باشند، بزرگ كافي قدربه

21
≥nn    .هستند ,

 متوسط عمرهاي طول بين واقعي تفاضل براي %94 اطمينان يهفاصل يك .5-4 مثال

 روشنايي لامپ 40 از تصادفي اينمونه كه فرض اين با يد،بساز روشنايي لامپ نوع دو

 402 متوسط طوربه مدو نوع از لامپ 50 و ساعت 418 متوسط طوربه نوع يك از

 هاجامعه معيارهاي افانحر كه دانيممي .اندآورده دوام مستمر يهاستفاد در ساعت

26
1

=σ 22 و
2

=σ هستند.  

060 براي .حل /=α، 881مقدار 3 جدول از
030

// =z بنابراين، .كنيممي پيدا را 

 براي %94 اطمينان يهفاصل
21

μ−μ از عبارت 
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50

22

40

26

881402418

50

22

40

26

881402418

22

21

22

++−<

μ−μ<+−−

/)(

/)(

                                           

 

 شودمي تبديل زير هاينامساوي به كه

.// 72536
21

<μ−μ< 

36 يهباز كه مطمئنم %94 بنابراين 725 تا /  عمرهاي طول بين واقعي تفاضل شامل /

 اند،بتمث اطمينان ودحد دو هر كه واقعيت اين از .است روشنايي لامپ نوع دو متوسط

  .دارد برتري مدو نوع لامپ بر لاو نوع لامپ متوسط طور به كه آيدميبر چنين

%)( اطمينان يهفاصل يك ساختن در        α−1100 موقعي ميانگين دو تفاضل براي 

 كه
1

σ و 
2

σ 30 يول  باشندنامعلوم
21

≥nn  جايبه ،,
1

σ و
2

σ معيارهاي انحراف مقادير 

 اينمونه
1

s و 
2
s بين تفاضل برآورد روش .كنيممي عمل قبل مانند و دهيممي قرار را 

 كه موقعي ميانگين دو
1

σ و 
2

σ سر روش باشند، كوچك نمونه هاياندازه و نامعلوم 

 اگر .باشند برابر نرمال يهجامع دو نامعلوم معيارهاي انحراف اينكه مگر نيست راستي

σ=σ=σ
21

  آنگاه ،

21

11

2121

nn

XX
Z

+σ

μ−μ−−
=

)()(
 

 انحرافات بعمر ادغام با توانمي را 2σ و است استاندارد نرمال توزيع با تصادفي متغيري

2نااريبي .كرد برآورد نمونه دو هايميانگين از

1
S 2 و

2
S 2برايσ كه شودمي موجب 

  يهشد ادغام يهرآوردكنندب

2

11

21

2

22

2

112

−+
−+−

=
nn

SnSn
S p

)()(
 

 متغيرهاي ،11-3 و 9-3 هاييهقض بنابر حال، .است 2σ نااريب يهيك برآوردكنند

 مستقل تصادفي

2

2

11

2

2

22
11

σ

−

σ

− SnSn )()(
        و    
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1 با دوخي هايتوزيع داراي
1

−n 1 و
2

−n آنها مجموع و هستند، آزادي يهدرج  

2

2

21

2

2

22

2

2

11

211

σ

−+
=

σ

−
+

σ

−
= pSnnSnSn

Y
)()()(

 

2 با دوخي توزيع داراي
21

−+ nn كه داد نشان نتوامي چون .است آزادي يهدرج 

  كه شودمي نتيجه ،12-3 يهقضي از اند،مستقل بالا Z و Y تصادفي متغيرهاي

2121

11

2121

2 nnpnn
Y S

XXZ
T

+

μ−μ−−
==

−+

)()(
 

2 با t توزيع داراي
21

−+ nn جايبه عبارت اين دادن قرار با .است آزادي يهدرج T 

  در

α−=<<− −α−α 1
1212
)( ,, nn tTtP 

%)( اطمينان يهفاصل به α−1100 براي زير 
21

μ−μ رسيممي.  

 اگر .5-4 يقضيه
1

x و 
2

x، و 
1

s و 
2
s معيارهاي انحراف و هاگينميان مقادير   

 هاياندازه به مستقل تصادفي هاينمونه
1

n و 
2

n هايواريانس با نرمال هايجامعه از 

 آنگاه باشند، برابر ولي نامعلوم

21

2221

21

21

2221

11

11

21

21

nn
stxx

nn
stxx

pnn

pnn

+−−<

μ−μ<+−−

−+α

−+α

.)(

.)(

,

,

                                                

 

%)( اطمينان يهفاصل يك α−1100 هاستجامعه ينميانگ دو بين تفاضل براي.   

 كه رودمي كاربه زماني عمدتاً اطمينان، يهفاصل فرمول اين چون      
1

n يا 
2

n يا 

 براي اينمونه كوچك اطمينان يهفاصل يك را آن باشند، 30از كمتر و كوچك، هردو،

21
μ−μ ناميممي.  

 .است آمده عمل به سيگار نوع دو نيكوتين محتواي يهمقايس براي ايمطالعه .6-4 ثالم

13 )الف( نوع سيگار 10 نيكوتين محتواي متوسط 50 معيار انحراف با گرمميلي / / 
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 متوسط نيكوتين محتواي داراي )ب( نوع ارسيگ 8 كه درحالي است، بوده گرمميلي

72 70 معيار انحراف با گرمميلي /  يهمجموع دو اينكه فرض با .اندبوده گرمميلي /

 يهفاصل يك باشند، برابر هايواريانس با نرمال هايجامعه از تصادفي هايينمونه هاداده

  .بسازيد سيگار نوع دو متوسط نيكوتين محتواي واقعي تفاضل براي %95 اطمينان

10 ابتدا .حل
1

=n، 10
2

=n، 50
1

/=s، 70 و
2

/=s فرمول در را ps و دهيم،مي قرار 

  مقدار

5960

16

47072509
/

)/()/( =+=ps 

10 با همراه مقدار اين دادن قرار با سپس .وريمآمي دستبه را
1

=n، 8
2

=n، 

13
1

/=x، 72
2

/=x، 202 و
160250

/,/ =t )اطمينان يهفاصل فرمول در )5 جدول از 

 .آوريممي دستبه زير صورت به را مطلوب %95 اطمينان يهفاصل ،5-4 يهقضي

8

1

10

1
596012027213

8

1

10

1
596012027213

21

++−<

μ−μ<+−−

)/(/)//(

)/(/)//(

                                     

 

 شودمي ساده زير صورتبه كه

.// 001200
21

<μ−μ<− 

200 :از اندعبارت اطمينان حدود بنابراين،        كه كنيد توجه اام گرم،ميلي /001 و −/

μ−μ=� شامل فاصله اين چون
21

 واقعي تفاوتي كه بگيريم نتيجه انيمتومين است، 

   .داشت وجود سيگار نوع دو نيكوتين محتويات متوسط بين

  تمرين

   كه كنيد پيدا طوري را k باشد، نمايي توزيع با متغير يك از مقداري x اگر .4-1

%)( اطمينان فاصله يك ،kx تا 0 از يهباز α−1100 پارامتر برايθ باشد.  
 اگر .4-2

1
x و 

2
x داراي ايجامعه از 2 ياندازه به تصادفي ينمونه يك مقادير 

   كه كنيد پيدا طوري را k باشد، θ=β و α=0 با يكنواخت چگالي

)(
21

0 xxk +<θ<  
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%)( اطمينان فاصله يك α−1100 پارامتر براي θ باشد.  
%)( اطمينان يهفاصل كه دهيد نشان .4-3 α−1100   

n
zx

n
zx

σ+<μ<σ− αα .. // 22
  

  .است زير متناظر اطمينان يهفاصل ازترتاهكو

... // n
zx

n
zx

σ+<μ<σ− αα 3232
  

 توانيممي كه دهيد نشان قرارگيرد، استفاده مورد μ برآورد عنوانبه x اگر .4-4

)(% α−1100 كه باشيم مطمئن || μ−x، مشخص مقدار از كمتر ما، خطاي مطلق قدر 
e نمونه اندازه هرگاه بود خواهد  

2

2 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ σ

α e
zn ./  

  .باشد

2 كه دهيد نشان .4-5

pS 2 نااريب يبرآوردكننده يكσ تحت را آن واريانس و است 

  .كنيد پيدا 5-4 قضيه شرايط

 برحسب را T كه را 3-4 بخش در نتيجه درستي .4-6
1

X، 
2

X، و pS كند،مي بيان 

  .كنيد تحقيق
 به تصادفي اينمونه ميانگين از دارد ميل ايمنطقه پروش و آموزش مسئول يك .4-7

 كرده استفاده آموزشي بزرگ مناطق از يكي از ششم كلاس آموزدانش 150 ياندازه
 در شركت صورت در منطقه اين ششم كلاس آموزاندانش يكليه كه اينمره نگينامي

 اين ،تجربه مبناي بر اگر، .نمايد برآورد كرد، خواهند كسب حساب يهقو امتحان يك
49 هاييداده چنين براي كه بداند زشيوآم مقام /=σ، احتمال با خطا خداكثر درباره 
950   كند؟ اظهار تواندمي ميحك چه /
 و استخراج را خود نمونه منطقه، مسئول كه كنيد فرض ،7-4تمرين به رجوع با .4-8

861/=x اطمينان فاصله يك كرده استفاده اطلاعات يكليه از .آوردمي دستبه را 
  .بسازيد منطقه ششم كلاس آموزاندانش يههم يهنمر ميانگين براي 99%
 ياندازه به تصادفي ينمونه يك ميان از خواهدمي پزشكي امور پژوهشگر يك .4-9

120=n برمبناي اگر، .آورد دستهب را ساله پنجاه زنان خون فشار ميانگين كرده استفاده 
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510 كه بداند تجارب /=σ)با خطا حداكثر يهدربار است، )ميليمترجيوه برحسب 
990 احتمال   بدهد؟ تواندمي ميحك چه /

 و كندمي استخراج اينمونه پژوهشگر، كه كنيد فرض قبل، تمرين به رجوع با .4-10

 اطميناني هفاصل يك .آوردمي دستهب جيوه مترميلي برحسب را x=/8141 مقدار
  .آوريد دستهب ساله پنجاه زنان خون فشار ميانگين براي 98%
 به كه آنها، از تا64 كه دهدمي نشان كاكتوس نوعي سالانه رشد از مشاهده .4-11

8052 متوسط طوربه اند،شده انتخاب كويري ناحيه يك از تصادف  با مترميلي /
54 استاندارد انحراف  براي %99 اطميناني هفاصل يك است، داشته رشد مترميلي /
  .آوريد دستهب مفروض كاكتوس نوعي يهسالان رشد واقعي متوسط

 خودرو سازنده يك خاصي، تعمير كار انجام براي لازم زمان متوسط برآورد در .4-12

  تصادفي اينمونه عنوان به مكانيك، 40ي هوسيل به را كار اين انجام زمان مدت
0524 در متوسط طور به را كار اين آنها .است كرده گيرياندازه   انحراف با اًدقيق /

682 معيار  خطا حداكثر يهدربار %95 اطمينان با خودرو سازنده .اندداده انجام دقيقه /
0524 از كه صورتي در بگويد تواندمي چه /=x ميانگين براي برآوردي عنوانبه دقيقه 
  .نمود استفاده اشاره مورد تعمير انجام لازم زمان قعيوا
 تعداد متوسط كه است آن مطلوب تلويزيون، گانندنبي هايعادت از ايمطالعه در .4-13

 فرض اگر .شود وردآبر اند،كرده تلويزيون ايشتما صرف هفته در كه را هاييساعت
23 /=σ تا است لازم بزرگي چه به اينمونه ت،دانس موجه بتوان را ساعت برحسب 

 20 از كمتر اينمونه ميانگين كه باشد موجود %95 اطمينان با را حكم اين اظهار امكان
  .است دور واقعيت از ،دقيقه

 نابود آنها نسل كه گانپرند از نوعي يهشد يلسف اسكلت 10 هايجمجمه طول .4-14

685 ميانگين داراي است، شده 290 معيار وانحراف مترسانتي /  با .است مترسانتي /
 %95 اطميناني هفاصل يك اند،شده توزيع نرمال طور به هايياندازه چنين اينكه فرض
  .كنيد پيدا پرندگان نوع اين هايجمجمه ميانگين طول براي
16 اندازهبه مستقل تصادفي هاينمونه .4-15

1
=n 25 و

2
=n با نرمال هايجامعه از 

84
1

/=σ 53 و
2

/=σ 218 هايميانگين داراي
1

/=x 423 و
2

/=x يك اند،بوده 
 براي %90 اطمينان يهفاصل

21
μ−μ كنيد پيدا.  
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 كار از بار61 تعمير زمان كه دهدمي نشان كپيوفت دستگاه نوع دو از ايمطالعه .4-16

780 متوسط طوربه لاو دستگاه هايافتادگي 419 معيار انحراف با /  و بوده دقيقه /
188 متوسط طوربه مدو دستگاه هايافتادگي كار از بار61 تعمير زمان  انحراف با دقيقه /
818 معيار    بين تفاضل براي %99 اطمينان يهفاصل يك .است بوده دقيقه /

  .كنيد پيدا فتوكپي دستگاه نوع دو هايكارافتادگي از تعمير هايزمان واقعي هايميانگين
 داراي اند،شده انتخاب تصادف به كه مركبات از خاصي نوع درخت دوازده .4-17

813 ارتفاع ميانگين  به كه ديگري نوع درخت هپانزد و پا /21 معيار انحراف با پا /
912 ارتفاع ميانگين داراي اند،شده انتخاب تصادف  با .پاست /51 معيار انحراف و پا /

 شده انتخاب برابر هايواريانس با نرمال هايجامعه از تصادفي هاينمونه اينكه فرض
 نوع دو ارتفاع واقعي هايميانگين بين ضلاتف براي %95 اناطمين يهفاصل يك اند،

  .كنيد پيدا مركبات درخت
 )تن هر در كيلوكالري برحسب( معدن دو زغال گرمازايي هاييتفظر زير در .4-18

  :است شده داده
  8030  ،7960  ،8480  ،8330  ،8500):الف( معدن

  7860  ،8270  ،7920  ،7890  ،7710):ب( معدن
 با نرمال هاييجامعه از مستقل تصادفي هاينمونه تشكيل هاداده اين اينكه فرض با

 هايظرفيت بين تفاضل براي %99 اطمينان يهفاصل يك باشد، برابر هايواريانس
  .بسازيد معدن دو اين زغال متوسط گرمازايي

 در برق مهندس يك برق، هايسيم مقاومت در كردن الياژي تـأثير مطالعه براي .4-19

16 مقاومت دارد نظر
1

=n 25 و استاندارد سيم
2

=n كند گيرياندازه را آلياژي سيم. 
84 هاييهداد نينچ براي كه كرد فرض بتوان اگر

1
/=σ 53 و

2
/=σ اهم برحسب 

 صورتي در بدهد تواندمي ميكح چه %98 اطمينان با خطا حداكثر يهدربار وي باشد،
 از كه

21
xx  برآورد عنوان به −

21
μ−μ كند؟ استفاده  

 يهدربار ايگسترده سوابق ها،كاميون توقفگاه و گيريسوخت بزگ جايگاه يك .4-20

 اينمونه اگر .است داشته نگهداري است، داشته مشتريانش با كه معاملاتي مختلف انواع
8463 گازوئيل فروش متوسط كه دهد نشان سوابق اين مورد 18 از تصادفي  با گالن /
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752 معيار انحراف  جامعه ميانگين براي %99 اطمينان يهفاصل يك است، بوده گالن /
  .دبسازي گيرينمونه مورد

  هانسبت برآورد  4-4

 نظير ها،نرخ يا درصدها، ها،احتمال ها،نسبت بايد درآنها كه دارند وجود زيادي مسائل
 در كه اتومبيلي اينكه احتمال ترانزيستورها، از بزرگ ايمحموله در معيوب اقلام نسبت

 هك آموزانيدانش درصد باشند، داشته عيب هايشچراغ كرده توقف جاده از قسمتي
 برآورد را بيماري، يك از ناشي وميرمرگ نرخ يا است، 115 بالاي آنها هوشي يهبهر

 يك از ما كه كرد فرض معقول ايگونه به توانمي مسائل، اين از بسياري در .كنيم
 برآوردكردن از عبارت ما يهمسأل ،بنابراين و گيريم،مي نمونه ايدوجمله يهجامع

 بزرگ، n ازايبه كه كنيم استفاده واقعيت اين از توانيممي .است θ ايدوجمله پارامتر
 متغير با توانمي اينكه يعني كرد، تقريب نرمال توزيع با توانمي را ايدوجمله توزيع

  تصادفي

)( θ−θ
θ−=

1n

nX
Z 

 جايبه عبارت اين دادن قرار با .است نرمال توزيع داراي گويي كه كرد رفتار ايگونهبه

Z در  

α−=<<− αα 1
22

)( zZzP 

  عبارت

α−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ <
θ−θ
θ−<− αα 1

1
22

z
n

nX
zP

)(
 

  نامساوي دو

22

11
αα <

θ−θ
θ−

θ−θ
θ−<− z

n

nx

n

nx
z

)()(
      و   

%)( اطمينان حدود آنها حل از كه آوريممي دستبه را α−1100 آوريممي دستبه را. 

 تقريب يك اينجا در ،21-4 تمرين در خواننده به كار اين انجام اتجزئي واگذاري با

 دادن قرار با را اينمونه بزرگ
)( θ−θ

θ−
1n

nX جايبه Z در α−=<<− αα 1
22

)( zZzP 

  صورتبه آن بازنويسي و
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α−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ θ−θ+Θ<<θ−θ−Θ αα 1

11

22 n
zZ

n
zP

)(
.ˆ)(

.ˆ 

 آن در كه آوريممي دستبه
n
X=Θ̂. جايبه راديكال زير در اگر صورت اين رد θ 

 را زير يهجتين شود،مي برده كاربه بيشتري تقريب كار اين با كه قراردهيم، را θ̂ مقدار

  .آوريممي دستبه

 و باشد، بزرگ n با θ و n پارامترهاي با ايدوجمله متغير يك X اگر .6-4 يقضيه

n
X=Θ̂ آنگاه  

n
z

n
z

)ˆ(ˆ
.ˆ)ˆ(ˆ

.ˆ θ−θ+θ<θ<θ−θ−θ αα
11

22

     

%)( تقريبي اطمينان يهفاصل يك α−1100 براي θ است.  

 اند،زده آنفلوآنزا واكسن كه نفري 400 از نفر 136 تصادفي، يهنمون يك در .7-4 مثال

 اشخاصي واقعي نسبت براي %95 اطمينان يهفاصل يك .اندشده ناراحتي ميك دچار
  .بسازيد شد، خواهند ناراحتي دچار واكسن تزريق اثر بر كه

n، 340=400 قراردادن با .حل

400

136

/ˆ ==θ، 961 و
0250

// =z اطمينان يهفاصل در 

 آوريممي دستبه ،θ اينمونه بزرگ

38602940

400

660340
961340

400

660340
961340

//

)/)(/(
//

)/)(/(
//

<θ<

+<θ<− 

390290 اعشار، رقم دو تا گردكردن از پس يا، // <θ<.  

 انيمتومي همچنين شد، منجر 6-4 يهقضي به كه تقريبي همان از استفاده با       

  بنويسيم

 اگر .7-4 يقضيه
n
x=θ̂ اطمينان با توانيممي رود، كاربه براي برآوردي عنوانبه 

)(% α−1100 از  استكمتر خطا كه كنيم حكم 

.
)(

.
n

z
θ−θ

α
1

2
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 طرفدار بزرگ ايجامعه در كه دهندگاني رأي نسبت تعيين براي ايمطالعه .7-4 مثال

 كه دهند، رأي 400 از نفر 140 اگر .است شده انجام اند،ميات برق كارخانه يك ساختن

350 از و باشند پروژه موافق اند،شده انتخاب تصادف به
400

140 /ˆ ==θ برآوردي عنوانبه 

 اطمينان با كنيم، استفاده اند،پروژه موافق كه جامعه دهندگان رأي همه واقعي نسبت از

 بگوييم؟ توانيممي چه خطا حداكثر يهدربار 99%

n، 350=400 قراردادن با .حل /ˆ =θ، 5752 و
0050

// =z 7-4 يهقضي فرمول در 

  مقدار

0610

400

650350

5752 /
)/)(/(

./ = 

2σ060يا  از اگر اين بنابر .آوريممي دستبه اعشار رقم دو تا گردكردن از پس را /

350 /ˆ =θ موافق كه جامعه اين دهندگانرأي واقعي نسبت از برآوردي عنوانبه   

060 از كمتر خطا كه كنيم حكم %99 اطمينان با توانيممي كنيم، استفاده اند،پروژه / 

 .است

 هانسبت بين تفاضل برآورد  4-5

 ايدوجمله پارامترهاي بين تفاضل برآورد آنها در كه آيندمي پيش مسائلي اغلب،
1

θ و 

2
θ هاياندازه به مستقل تصادفي هاينمونه برمبناي 

1
n و 

2
n ايدوجمله يهجامع دو از 

 را مؤنث و مذكر دهندگانرأي هاينسبت بين تفاضل بخواهيم اگر مثلاً، .خواهندمي را
 .هستيم وضعيتي چنين در برآوردكنيم، اندمجلس انتخابات در معيني كانديداي موافق كه

 مربوط، هايپيروزي تعداد اگر
1

X و 
2

X، نظير اينمونه هاينسبت و 
1

1

1 n

X
=Θ̂ و 

2

2

2 n

X
=Θ̂ ،اينمونه توزيع خواهيممي باشند 

12
Θ−Θ  بديهي ايبرآوردكننده كه را ˆˆ

 براي
21

θ−θ داريم 5-2 تمرين از .دهيم قرار بررسي مورد است  

2112
θ−θ=Θ−Θ )ˆˆ(E 

  و

2

22

1

11

12

11

nn

)()(
)ˆˆvar(

θ−θ
+

θ−θ
=Θ−Θ 
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 بزرگ، هاينمونه براي چون و
1

X و 
2

X، با توانمي را آنها تفاضل نتيجه در و  

  كه شودمي نتيجه زد، تقريب نرمال هايتوزيع 

2

22

1

11

2121

11

nn

Z
)()(

)()ˆˆ(

θ−θ
+

θ−θ
θ−θ−Θ−Θ

= 

 به عبارت اين دادن قرار با .است تقريبي استاندارد نرمال توزيع داراي تصادفي متغيري

−>>=−α در Z  جاي αα 1
22

)( zZzP، رسيممي زير يهنتيج به. 

 اگر .8-4 يقضيه
1

X پارامترهاي با ايدوجمله تصادفي متغير يك 
1

n و 
1

θ، 
2

X يك 

 پارامترهاي با ايدوجمله تصادفي متغير
2

n و 
2

θ، 
1

n و 
2

n و باشند، بزرگ 
1

1

1 n

x
=θ̂ و 

2

2

2 n

x
=θ̂، آنگاه   

2

22

1

11

221

21

2

22

1

11

221

11

11

nn
z

nn
z

)ˆ(ˆ)ˆ(ˆ
.)ˆˆ(

)ˆ(ˆ)ˆ(ˆ
.)ˆˆ(

/

/

θ−θ
+

θ−θ
+θ−θ<

θ−θ<
θ−θ

+
θ−θ

−θ−θ

α

α

                                   

 

%)(تقريبي اطمينان يهفاصل يك α−1100 براي 
21

θ−θ است.  

 يدهندهرأي 159 از نفر 90و مذكر يدهنده رأي 200از نفر 132 اگر .9-4 مثال

 يهفاصل يك باشند، جمهوري رياست انتخاب براي خاصي كانديداي موافق مؤنث

 اين موافق كه زن و مرد دهندگانرأي واقعي هاينسبت بين ضلتفا براي %99 اطمينان

  .آوريد دستبه هستند، كانديدا

660 قراردادن با .حل
200

132

1
/ˆ ==θ، 600

150

90

2
/ˆ ==θ، 5752

0050
// =z يهفاصل در 

 آوريممي دستبه ،8-4 يهقضي اينمونه بزرگ اطمينان

150

400600

200

340660

5752600660

150

400600

200

340660

5752600660
21

)/)(/()/)(/(
/)//(

)/)(/()/)(/(
/)//(

++−<

θ−θ<+−−
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   رتصو به كه

19400740
21

// <θ−θ<−  
0740 از يهباز كه داريم اطمينان %99 بنابراين .شودمي ساده 1940 تا −/  شامل /

 كانديداي موافق كه است زن و مرد دهندگانرأي واقعي هاينسبت بين تفاضل

 هم را نسبت دو بين صفر تفاضل امكان فاصله، اين كه كنيد ملاحظه .اندمفروض

  .دربردارد

  تمرين

  حل با .4-21

2

1
/)( α=

θ−θ
θ−

z
n

nx
    ,

)(/  

θ−θ
θ−=− α

1
2 n

nx
z  

%)( اطمينان حدود كه دهيد نشان ،θ برحسب α−1100 براي θ از عبارتند  

2

2

2

24

1

2

2

22

1

/

/
)(

// ..

α

α
−

αα

+

+±+

zn

zzzx
n

xnx

  

   در كه ،4-4 بخش Z يهآمار از را ما كه كنيد كامل را اعمالي جزئيات .4-22

α−=<<− αα 1
22

)( // zZzP  
  .رساندمي 8-4 يهقضي اطمينان يهفاصل به داديم، قرار

 از خريدكننده 204 كه است داده نشان ماركتي سوپر در اينمونه بررسي يك .4-23

 تخفيف ريال برحسب مبالغي كه خفيفيت هايكوپن از منظم طور به خريدكننده 300
 كرده استفاده 6-4 يهقضي اينمونه بزرگ اطمينان يهفاصل از .كنندمي استفاده دهند،مي
  .كنيد پيدا متناظر يواقع نسبت براي %95 اطمينان يفاصله يك

 190 اي،ناحيه در تلويزيون بينندگان از 250 اندازه به تصادفي يهنمون يك در .4-24

 يهفاصل يك زير، راه دو از استفاده با .اندكردهمي مشاهده را زييبرانگبحث يهبرنام نفر
  .كنيد پيدا متناظر واقعي نسبت براي %99 اطمينان

  ،6-4 يهقضي براي بزرگ اطمينان يهفاصل فرمول )الف

  .21-4تمرين اطمينان هايكران )ب
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 محيط شيميايي آلودگي علت به ماهي 18 اي،درياچه از شده صيد ماهي 100 از .4-25

  .بسازيد متناظر واقعي نسبت براي %99 اطمينان يهفاصل يك .اندبوده مصرف غيرقابل
 صدا مختصر گرفتگي دچار رفن 54 كُر، يخواننده 120از تصادفي اينمونه در .4-26

 از كه صورتي در بگوييم توانيميم چه خطا حداكثر يهدربار %90 اطمينان با .اندشده

450 اي،نمونه نسبت
120

54  اين به كه خوانندگاني واقعي نسبت از برآوردي عنوانبه =/
   كنيم؟ استفاده اندشده صدمه دچار ترتيب

  صرف سرويس سلف يك در را نهار كه نفر 300 از تصادفي اينمونه در .4-27

340 از اگر .اندخورده دسر نفر 102 د،انكرده 
300

102  نسبت از برآوردي عنوانبه =/
050 از ما خطاي كه كنيم حكم توانيممي اطميناني چه با كنيم، استفاده متناظر واقعي / 
  است؟ كمتر

 حداقل توانيممي كه دهيد شانن كرده استفاده 7-4 يهقضي فرمول از )الف .4-28

)(% α−1100 از خطا قدرمطلق كه باشيم مطمئن e اينمونه نسبت از هرگاه كمتراست 

n

x=θ̂ براي برآوردي عنوانبه θ با   

2

2

2

4e

z
n /α=  

  .كنيم استفاده
 شهر دو بين معين يهفاصل در كه را رانندگاني نسبت كه خواهيممي كنيد فرض )ب 

 كرده استفاده الف قسمت فرمول از .كنيم برآورد كنند،مي تجاوز مجاز سرعت از معين
 برآورد كه باشيم مطمئن %99 تا است لازم بزرگي چه به اينمونه كه كنيد تعيين

040 از كمتر اي،نهنمو نسبت يعني حاصل،   .باشد دور يتعواق از /
 مرد 84 توريستي مشهوري، يجاذبه بازديدكنندگان از تصادفي يهنمون يك در .4-29

 يهفاصل يك .اندكرده خريداري ارييادگ كالاهاي زن 250 از زن 156و مرد 250 از
 يجاذيه اين در كه مرداني و زنان واقعي هاينسبت بين تفاضل براي %95 اطمينان

  .بسازيد خرند،مي يادگاري توريستي
  انتخاب معين سالي در تصادف به كه ازدواج، گواهي متقاضي 500 بين در .4-30

  مردان از ترمسن سال يك حداقل زنان آنها در كه دارد وجود مورد 48 ند،اشده 
 انتخاب تصادف به بعد سال شش كه ازدواج، گواهي متقاضي 400 بين در اند،بوده 
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 يك .اندبوده مردان از ترمسن سال يك حداقل زنان كه دارد وجود مورد 68 اند،شده
 كه ازدواج گواهي متقاضيان واقعي هاينسبت بين تفاضل براي %99 اطمينان يهفاصل

  .كنيد پيدا هستند، مردان از ترمسن يكسال حداقل زنان آنها در

  هاواريانس برآورد  4-6

 يك توانيممي نرمال، هايجامعه از n يهانداز به تصادفي اينمونه بودن مفروض با

%)( اطمينان يهفاصل α−1100 2 برايσ مطابق .كنيم پيدا 11-2 يهقضي از استفاده با 

  قضيه اين

2

2

1

σ

− Sn )(  

  بنابراين .تاس آزادي يهدرج n−1 با دوخي توزيع داراي كه است تصادفي متغير يك
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2
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2 آن در كه

121 −α−χ n, 2 و

12 −αχ n, آوريممي دستبه و اند،شده تعريف 4-2  بخشدر.  

 ايجامعه از n يهانداز به تصادفي يهنمون يك واريانس مقدار 2s اگر .9-4 يقضيه

  آنگاه ،باشد نرمال

2

121

2

2

2

12

2

11

−α−−α χ

−<σ<
χ

−

nn

SnSn

,,

)()(  

%)( اطمينان يهفاصل يك α−1100 2 برايσ است.  

%)( اطمينان حدود       α−1100 براي متناظر σ حدود از جذر گرفتن با توانمي را 

  .آورد دستبه 2σ اطمينان
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 داراي آن بنزين مصرف آزمايش، تحت موتور يك آزمايشي كار بار 16 در .10-4 مثال

22 معيار انحراف  كه بسازيد 2σ براي %99 اطمينان يهفاصل يك .است بوده گالن /

  .جدبسن را موتور اين بنزين مصرف تغييرپذيري ميزان

   از تصادفي اينمونه عنوانبه توانمي را آزمايشي هايداده اينكه فرض با .حل

 و n=16 مقادير ،9-4 يهقضي اطمينان يهفاصل در كرد، تلقي نرمال هايجامعه

22 /=s 80132 مقادير با همراه را
2

15050
/,/ =χ 6014 و

2

159950
/,/ =χ 4 دولج از كه 

 آوريممي دستبه و دهيممي قرار آيند،مي دستبه

6014

2215

80132

2215
2

2

2

/

)/(

/

)/( <σ<  

   يا

7815212
2 // <σ<  

 .آيدمي دستبه زير صورتبه σ براي متناظر %99 اطمينان يهفاصل جذر، گرفتن با

.// 973491 <σ<  

  نسواريا دو نسبت برآورد  4-7

2 اگر

1
S 2 و

2
S هاياندازه به مستقلي تصادفي هاينمونه ،اينمونه هايواريانس 

1
n و 

2
n 15-2 يهقضي طبق آنگاه باشند، نرمال هايجامعه از،  

2

2

2

1

2

1

2

2

S

S
F

σ

σ
=  

1 با F عتوزي داراي كه است تصادفي متغيري
1

−n 1 و
2

−n پس .است آزادي يهدرج 

 بنويسيم توانيممي
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 درآن كه
1121

21
−−α− nnf  و ,,

112
21
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   كه شودمي نتيجه )ببينيد را 34-2 تمرين(

2 اگر .10-4 يقضيه

1
s 2 و

2
s به مستقل تصادفي هاينمونه هايواريانس مقادير  

 هاياندازه 
1

n و 
2

n آنگاه باشند، نرمال يهجامع دو از 

1
2

1
1

22

2

2

1

2

2

2
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1
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1
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2

1 1
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fs
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%)( اطمينان يهفاصل يك α−1100 براي 
2

2

2

1

σ

σ است.  

%)( اطمينان هايكران α−1100 براي متناظر 
2

1

σ
σ جذرهاي گرفتن با توانمي را   

 براي اطمينان هايكران
2

2

2

1

σ

σ آورد دستبه.  

 براي %98 اطمينان يهفاصل يك ،6-4 مثال به مراجعه با .11-4 مثال
2

2

2

1

σ

σ كنيد پيدا.  

10 قراردادن با .حل
1

=n، 8
2

=n، 50
1

/=s، 70 و
2

/=s، 726 مقادير و
79010

/,,/ =f 

615 و
97010

/,,/ =f، آوريممي دستبه 6 جدول از 

615

490

250

726

1

490

250

2

2

2

1 /.
/

/

/
.

/

/ <
σ

σ
<  

   يا

.// 86220760
2

2

2

1 <
σ

σ
<  

 عليه واقعي شواهدي شود،مي شامل هم را 1 با نسبت برابر امكان فاصله، اين چون

  .نيست دست در 6-4 مثال در هاواريانس برابري فرض

  تمرين

 نجرم 10-4 يهقضي اطمينان يهفاصل فرمول به احتمال از كه را اعمال جزئيات .4-31

   .كنيد كامل شد،
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 با نرمال توزيعي يهوسيل به گاهي S اينمونه توزيع ،n بزرگ مقادير براي .4-32

 واريانس و σ ميانگين
n2

2σ يهفاصل به تقريب اين كه دهيد نشان .شودمي تقريب 
%)( اينمونه بزرگ يناناطم α−1100 براي زير σ شودمي منجر.  

n

z

n

z

ss

22

22

11
// αα −

<σ<
+

  

 واقعي واريانس براي %95 اطمينان يهفاصل يك ،14-4تمرين به رجوع با .4-33

  .بسازيد مفروض نوع پرندگان يهجمجم طول
  تمرين اينمونه بزرگ اطمينان يهفاصل فرمول از ،11-4 تمرين هب رجوع با .4-34

 يهسالان رشد معيار انحراف براي %99 اطمينان يهفاصل يك كرده استفاده 4-32 
  .بسازيد مفروض نوع كاكتوس

 هايواريانس بتنس براي %98 اطمينان يهفاصل يك ،16-4 تمرين به رجوع با .4-35

  .بسازيد گيرينمونه مورد يهجامع دو
 هايواريانس نسبت براي %98 اطمينان يهفاصل يك ،17-4 تمرين به رجوع با .4-36

  .بسازيد گيرينمونه مورد يهجامع دو
 هايواريانس نسبت براي %90 اطمينان يهفاصل يك ،18-4 تمرين به رجوع با .4-37

  .بسازيد گيرينمونه مورد يهجامع دو



  
  

  پنجمفصل 

  
  

 نظريه: آزمون فرض
  
  

  مقدمه  5-1

 نـوع  متوسط عمر طول آيا كه بدهد نظر اينمونه هايداده برمبناي بخواهد مهندسي اگر
 كارشـناس  يـك  اگـر  نـه،  يـا  اسـت  مايـل  22000 حـداقل  ماشين چرخ لاستيك خاصي

 كـشاورزي  كـود  خاصـي  عنـو  آيا كه دهد نظر ييهاآزمايش برمبناي بخواهد كشاورزي
 يهسـازند  يـك  اگـر  و نـه،  يا كندمي توليد ديگر كود به نسبت بيشتري لوبياي محصول

 كـه  بيمـاراني  درصـد 90 آيا كه نظردهد هايينمونه مبناي بر بخواهد دارويي محصولات
 يههم ـ ،نـه  يا يافت خواهند بهبود خاصي بيماري از كنندمي مصرف را جديدي داروي

 توانيممي لاو مورد در .برگرداند آماري هايفرض آزمون زبان به توانمي را مسائل اين

 نمايي، يهجامع يك پارامتر ،θ كه كند آزمون را فرض اين بايد مهندس اين كه بگوييم
 نظـر  بايـد  كشاورزي كارشناس كه بگوييم توانيممي م،دو مورد در است؛ 22000 حداقل

 آيا كه دهد
21

μ>μ، آن در كه 
1

μ و 
2

μ در و هـستند؛  نرمال يهجامع دو هايميانگين 
 يهجامع ـ يـك  پـارامتر  ،θ آيـا  كـه  نظردهد بايد سازنده كه بگوييم توانيممي مسو مورد

900 برابر اي،دوجمله  كـه  تـوزيعي  شـود  فـرض  بايـد  مـورد  هـر  در البته .نه يا است /
 مدل توزيع اين يعني، ،كندمي توصيف را آزمايشي شرايط درستي به است شده انتخاب

  .گذاردمي اختيار در صحيحي آماري

 ولي پردازند،مي هاتوزيع پارامترهاي هب آماري هايآزمون اغلب بالا، هايمثال مانند      
 مثـال  ليناو در مثال، عنوان به .پردازندمي هم هاتوزيع خود ماهيت يا نوع، به آنها گاهي

 بـا  واقعـاً  آيـا  كـه  دهـد  نظـر  بخواهـد  همچنين است ممكن مهندس آن بالا، مثال سه از
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 تـصادفي  متغيرهاي مقادير وا هايداده آيا اينكه يا سروكاردارد، نمايي توزيع از اينمونه
  .هستند وايبول توزيع داراي مثلاً، كه، هستند

 چنـد  يـا  يـك  توزيـع  يهدربـار  حدسـي  يـا  حكـم  آمـاري،  فـرض  يـك  .1-5 تعريف

 فـرض  را آن كنـد،  مـشخص  كـاملاً  را توزيع آماري فرض يك اگر .است متغيرتصادفي
  .نامندمي مركب فرض را آن صورت اين غير در و ساده

 مقـادير  بايـد  بلكه مبنا، توزيع تابعي شكل بايد تنها نه ساده فرض يك ترتيب ينبد      
 يعنـي  بـالا،  هـاي مثـال  از مثـال  مينسو در بنابراين .كند مشخص نيز را پارامترها يههم

900 فرض دارد، سروكار جديد داروي كارآيي با كه مثالي /=θ ايـن  با البته است، ساده 
 از مثال ليناو در ا،ام .بدانيم را جامعه توزيع بودن ايجملهدو و نمونه يهدازان كه فرض
 θ پـارامتر  بـه  مشخـصي  مقـدار  θ≤22000 زيـرا  اسـت،  مركـب  فـرض  بالا، هايمثال

  .دهدمين تخصيص
 لازم آورد، وجـود  بـه  آمـاري  هـاي فـرض  براي مناسبي هايملاك بتوان آنكه براي      
 عمـر  طول با آن در كه مثالي در مثلاً .كنيم بنديفرمول هم را مقابل هايفرض كه است

 θ پـارامتر  كه كنيم بنديفرمول را مقابل فرض اين توانيممي داشتيم، سروكار هالاستيك
 داشتيم، سروكار كود نوع دو با آن در كه اليمث در است؛ 22000 كمتراز نمايي، توزيع در
 مقابل فرض توانيممي

21
μ=μ داروي بـا  آن در كـه  مثـالي  در و كنـيم؛  بنـدي فرمول را 

 در θ پـارامتر  كـه  كنيم بنديفرمول را مقابل فرض اين توانيممي داشتيم سروكار جديد
600 صرفاً مفروض ايجملهدو توزيع  بـدون  بيمـاري  از بهبـودي  نرخ همان كه است، /
  .است جديد داروي
 در و رود،مـي  كار به نيز مقابل هايفرض مورد در مركب و ساده هايفرض مفهوم      
 مقابـل  فـرض  برابـر  در را θ≤22000 مركب فرض كه بگوييم توانيممي اينك لاو مثال

 همـين  بـه  .اسـت  نمايي يهجامع پارامتر θ آن در كه كنيممي آزمون θ>22000 كبمر
 مركـب  فـرض  م،دو مثال در نحو،

21
μ>μ مركـب  مقابـل  فـرض  برابـر  در را 

21
μ≤μ 

 آن در كه كنيم،مي آزمون
21

μμ  مسـو  مثال در و اند،نرمال يهجامع دو هايميانگين و
900 ساده فرض /=θ 600 يهساد مقابل فرض برابر در را /=θ در كـه  كنيممي آزمون 

  .است لوممع n آن براي كه است ايجملهدو يهجامع يك پارامتر θ آن
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 اسـت  درسـت  آنهـا  باور كه را آنچه ضد خود هايفرض عنوان به اغلب، آماردانان      
 هوشـي  يهبهـر  مدرسه يك آموزاندانش كه دهيم نشان بخواهيم اگر مثلاً، .كنندمي بيان

 كـه  كنـيم  بنـدي فرمول را فرض اين توانيممي دارند، ديگري يهمدرس به نسبت بالاتري
 اينكه يعني يست،ن بين در تفاوتي

21
μ=μ. بايـد  انتظـاري  چه كه دانيممي فرض، اين با 

 صورت به را فرض اگر اام باشيم، داشته
21

μ>μ ايـن  وضـعيت  كرديم،مي بنديفرمول 
 بين واقعي تفاضل حداقل اينكه مگر بود؛مين گونه

21
μμ   .كنيم مشخص را  و

 درصد محتوي معدن، سنگ نوعي كه دهيم نشان بخواهيم اگر نحو، همينبه      
 بنديفرمول را فرض اين توانيممي است، ديگري معدن سنگ به نسبت بيشتري اورانيوم

 در بيشتري تغييرپذيري كه دهيم نشان بخواهيم اگر و هستند؛ ييك هاددرص كه كنيم
 فرض اين توانيممي وجوددارد، ديگري محصول كيفيت به نسبت محصول يك كيفيت

 اينكه يعني نيست، بين در تفاوتي هيچ كه كنيم بنديفرمول را
21

σ=σ. به توجه با 
 منجر صفر فرض اصطلاح پيدايش به اينها نظير هاييفرض تفاوت، عدم هايفرض
 را آن واهيمخمي كه شودمي اطلاق فرضي هر به اصطلاح اين امروزه گرچه شدند،
  .كنيم آزمون
 نماد از نمادها، از استفاده با      

�

H و كنـيم  آزمـون  خواهيممي كه صفري فرض براي 
 از

1
H يا AH ود از بـيش  شـامل  كـه  مـسائلي  .كرد خواهيم استفاده مقابل فرض براي 
 در كـار  از پيچيـده  كـاملاً  انـد، مقابل فرض چندين شامل كه ائليمس يعني باشند، فرض

  .پردازيممين آنها يهمطالع به كتاب اين در ما و آيندمي

  آماري فرض آزمون  5-2

 آن بـراي  صـريحي  قواعـد  يهمجموع ـ گرفتن كاربه از عبارت آماري فرض يك آزمون
 رد مقابـل  فـرض  نفـع  به را آن يا بپذيريم را صفر فرض آيا كه بگيريم تصميم كه است
 صـفر  فـرض  خواهـد مي آمارداني كه كنيد فرض مثلاً .كنيم

�

θ=θ فـرض  برابـر  در را 
 مقابل

1
θ=θ از اينمونـه  يهـا داده توليـد  بـه  وي انتخاب، يك انجام براي .كند آزمون 

  دسـت  آزمـون  يهآمـار  يـك  مقـدار  يهمحاسب سپس و آزمايش يك دادن ترتيب طريق
 چـه  اينمونه فضاي ممكن برآمد هر ازايبه كه گفت خواهد او به آماره اين كه زندمي 

 افراز مجموعه دو به را آزمون يهآمار ممكن مقادير آزمون، روش ،بنابراين .بكند مياقدا
 براي )قبول يهناحي( رد عدم يهناحي يك :كندمي

�

H براي رد يهناحي يك و 
�

H.  
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 اگـر  مثلاً .شود منجر خطا نوع دو به است ممكن شد توصيف اكنون هم كه روشي      
 ،θپارامتر واقعي مقدار

�

θ كه بگيرد نتيجه نادرست طور به آماردان و باشد 
1

θ=θ، وي 
 مقـدار  اگـر  ديگـر  طـرف  از .شـود مي ناميده I نوع خطاي كه شودمي مرتكب خطايي

 ،θ پارامتر واقعي
1

θ بگيرد نتيجه نادرست طور به آماردان و باشد 
�

θ=θ، مرتكب وي 
  .است مرسوم II نوع خطاي به كه شودمي مدو نوع از خطايي

   .2-5 تعريف

 نوع خطاي ارتكاب احتمال نامند؛ Ι نوع خطاي باشد درست وقتي را صفر فرض رد .1

Ι با را α دهندمي نشان.  
 ارتكـاب  احتمـال  نامنـد؛  ΙΙ نـوع  خطـاي  باشـد،  نادرست وقتي را صفر فرض قبول .2

  .دهندمي نشان β با را ΙΙ نوع خطاي

 ـ به كه است اين بر رسم        بـراي  رد يهناحي
�

H، ـ   بـه  و ،آزمـون  بحرانـي  يهناحي

 كـه  وقتي بحراني، يهناحي داخل در آزمون يهآمار براي ريمقدا آوردن دستبه احتمال

�

H يـك  يهانـداز  ترتيب، بدين .كنندمي اطلاق بحراني يهناحي يهانداز باشد، درست 

 احتمال، اين .است Ι نوع خطاي يك شدن مرتكب يα احتمال صرفاً بحراني يهناحي
  .شودمي ناميده هم آزمون بودن دارمعني سطح

 داروي يهسـازند  كـه  كنيـد  فـرض  مقدمـه،  بخش در سوم مورد به رجوع با .1-5 مثال

900 صفر فرض خواهدمي جديد /=θ 600 مقابل فرض برابر در را /=θ كنـد  امتحان. 
 و است، آزمايش 20 در شده مشاهده يها)بهبودي(موفقيت تعداد ،X او آزمون يهآمار

 رد را آن صـورت   ايـن  غيـر  در ؛x<14 كـه  صـورتي  در پـذيرد مـي  را صفر فرض او
  .كنيد حساب را β و α .كرد خواهد

 بـراي  قبول يهناحي .حل
�

H  201918171615 مقـادير،  بـا ,,,,,=xـ و ؛   يـا (رد يهناحي

14210 مقادير با متناظر )بحراني يهناحي ,,.,, …=x، 1 جدول بنابر .شودمي داده،  
0114090014 /)/;( ==θ≤=α   XP 

  و

./);( 1255060014 ==θ>=β /   XP  
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 و باشند كوچك دو هر β و α آن در كه ستا آن خوب آزمون روش يك      
 در ΙΙ نوع خطاي احتمال .بدهد درست تصميم اتخاذ براي بالايي شانس ما به بنابراين

 .كرد كم بحراني يهناحي مناسب تغيير با را آن توانمي اام است، زياد نسبتاً 1-5 مثال
 بحراني يهناحي كه طوريبه بريم، كاربه 1-5 مثال در را x<15 قبول يهناحي اگر مثلاً
15≤x ،04330 كار اين با كه كرد تحقيق توانمي آساني به باشد /=α 05090 و /=β 

 خطاي احتمال است، شده كوچكتر مدو نوع خطاي مالاحت گرچه ،بنابراين .شد خواهد
 كرد كم را خطا نوع دو هر هاياحتمال توانمي كه راهي تنها .است شده بزرگتر Ι نوع

 متقابل يهرابط اين شود، گرفته ثابت n كه مادام اام است، نمونه يهانداز دادن افزايش
 آماري تصميم هايروش خصوصيات از ΙΙ نوع و Ι نوع خطاهاي هايحتمالا بين

 ديگر نوع خطاي احتمال يابد، كاهش خطا نوع يك احتمال اگر ديگر عبارت به .است
  .يابدمي افزايش

 با نرمال يهجامع يك ميانگين كه را صفر فرض اين بخواهيم دنيك فرض .2-5 مثال

1
2 =σ مساوي 

�

μ مساوي ميانگين اين كه مقابل فرض اين برابر در است 
1

μ ،با است 

01
μ>μ، مقدار .قراردهيم آزمون مورد K كه كنيد پيدا طوري را Kx  يهناحي يك <

050 يهانداز به بحراني /=α يهانداز به تصادفي اينمونه براي n باشد.  
   

  
  3-5 و 2-5هاي نمودار براي مثال. 1-5شكل 

 يهرايد با متناظر z=/6451 كه شودمي معلوم ،3 جدول و 1-5 شكل به رجوع با .حل

45000  اين بنابر .است /

n

K

/
/

1

6451
�

μ−
=  
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  كه شودمي نتيجه و

.
/

n
K

6451+μ=
�

  

 فرض آزمون براي نياز مورد يهنمون يهانداز حداقل ،2-5 مثال به رجوع با .3-5 مثال

μ=10 صفر
�

11 مقابل فرض برابر در را 
1

=μ 060 با /<β، كنيد تعيين.  
 آوريممي دستبه است، شده داده 1-5 شكل يهخورد هاشور مساحت با β چون .حل

( )

)/(

)
/

(

;
/

/

6451

1

1110

11

6451

10

6451

+−<=

−+
<=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ =μ+<=β

nZP

n
ZP

n
XP

n

    

  

4400006050000 يهدراي با متناظر z=/5551 چون و ///  است، 3 جدول در −=
6451/+− n كه شودمي نتيجه دهيم،مي قرار −/5551 برابر را  

200355516451 /// =+=n  
2410 /=n است 11 برابر صحيح عدد نزديكترين به گردكردن از پس يا.  

   پيرسن-لم نيمن   5-3

   يعني »سنتي« يا »كلاسيك« يهنظري عنوان با زهامرو كه فرض آزمون يهنظري در
 خطاهاي هاياحتمال بين وابستگي مشكل ما شود،مي ياد آن از پيرسن- نيمنيهنظري
 خطاي احتمال آنها براي كه آزموني هايآماره به خود كردن محدود با را ΙΙ و Ι نوع
 به را خود ما ديگر، عبارت به .كنيممي چاره است، α مساوي يا α از كمتر Ι نوع

 اجازه بايد .كنيممي محدود α مساوي يا α از كمتر هاياندازه با بحراني هايناحيه
 متغيرهاي مورد در تا باشد α از كوچكتر اياندازه داراي بحراني يهحينا كه دهيم

 با آزموني يهانداز با آزموني يهآمار تعيين شايد آنها براي كه نيز، گسسته تصادفي
 براي تصور اين در .باشد كارساز است، غيرممكن α دقيق بحراني يهناحي يهانداز

 يهآمار دنبال به و داريممي نگاه ثابت را Ι نوع خطاي احتمال عملي، مقاصد يهكلي
 را β−1 كميت آن، معادل يا مينيمم، را ΙΙ نوع خطاي احتمال كه گرديممي آزموني
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 صفر فرض آزمون موقع در .كند ماكسيمم
�

θ=θ مقابل فرض برابر در 
1

θ=θ، كميت 
β−1 در آزمون توان 

0

θ=θ شودمي ناميده.  

 يهساد فرض آزمون بحراني يهناحي يك      
�

θ=θ مقابـل  فرض برابر در 
1

θ=θ را 
 در آزمون توان هرگاه نامندمي تواناترين يا بهترين

1
θ=θ سـاختن  براي .باشد ماكسيمم 

 تصادفي يهنمون يك هاييدرستنماي به ما وضعيتي، چنين در بحراني يهناحي تواناترين
 وقتي بررسي تحت يهجامع از n يهانداز به

�

θ=θ و 
1

θ=θ نشان با .كنيممي رجوع 
 با هادرستنمايي اين دادن

�

L و 
1

L داريم 

.);();( ∏∏
=

θ
=

θ ==
n

i
ixf

n

i
ixf LL

1

11

1

     و      

��

  

 كه كرد استدلال توانمي شهودي، طوربه      
1

L

L
   داخل اينمونه نقاط براي بايد �

 وقتي كه بحراني، يهناحي
�

θ=θ نوع خطاهاي به I وقتي و 
1

θ=θ هايتصميم به 

 كه كرد استدلال توانمي نحو همينبه باشد؛ كوچك شوند،مي منجر درست
1

L

L
 بايد �

 وقتي كه راني،بح يهناحي خارج نقاط براي
�

θ=θ وقتي و درست، هايتصميم به 

1
θ=θ نوع خطاهاي به ΙΙ استدلالي چنين كه واقعيت اين .باشد بزرگ شوند،مي منجر 

 ثابت زير يهقضي در كندمي تضمين را تواناترين بحراني يهناحي يك وجود درواقع
  .شودمي

 مقدار k و α يهانداز به بحراني يهناحي يك C اگر )پيرسن-نيمن لم( .1-5 يقضيه

  كهطوريبه باشد ثابتي

Ck            داخل در 
L

L
,≤

1

�  

  و

Ck           داخل در 
L

L
,≥

1

�  

 فرض دنآزمو براي α يهانداز به بحراني يهناحي ترينتوانا C آنگاه
�

θ=θ برابر در 
 فرض

1
θ=θ است.  

 Dو كندمي صدق قضيه شرايط در كه باشد بحراني يهناحي يك C كنيد فرض .برهان

 بنابراين .باشد α يهانداز به ديگري بحراني يهحينا
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α== ∫∫∫∫ dxLdxL
DC ��

��  

ndxdxdx معرف dx آن در كه …

21
 n هايناحيه روي چندگانه در انتگرال و است، 

   اجتماع C كه واقعيت اين از استفاده با حال، .اندشده گرفته D و C بعدي
DC مجزاي هايمجموعه DC و ∩  مجزاي هايمجموعه اجتماع D و است ∩′

DC DC و ∩  نوشت توانمي است، ′∩

α=+=+ ∫∫∫∫∫∫∫∫ ′′
dxLdxLdxLdxL

DCDCDCDC �∩�∩�∩�∩
����  

 اين بنابر و

.∫∫∫∫ ′′
= dxLdxL

DCDC �∩�∩
��  

C، kLL داخل در چون صورت، اين در /
�

≥
1

C، kLL خارج در و  /
�

≤
1

 نتيجه ،
   كه شودمي

∫∫∫∫∫∫∫∫ ′′′′
≥=≥ dxLdxdxdxL

DCk

L

DCk

L

DCDC 11 ∩∩∩∩
����

�� .  

 اين بنابر و

∫∫∫∫ ′′
≥ dxLdxL

DCDC 11
∩∩

��  

  بالاخره

,∫∫

∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫

=

+≥

+=

′

′

dxL

dxLdxL

dxLdxLdxL

D

DCDC

DCDCC

1

11

111

�

��

���

∩∩

∩∩

  

 كهطوريبه

,∫∫∫∫ ≥ dxLdxL
DC 11
��  

 براي كه كندمي بيان نامساوي آخرين .شودمي كامل 1-5 يهقضي برهان ترتيب اين به و

 با مساوي يا از بزرگتر ΙΙ نوع طايخ يك ارتكاب عدم احتمال ،C بحراني يهناحي
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 حالت براي( .است α يهانداز به ديگر بحراني يهناحي هر براي متناظر احتمال
   هايابيمجموع را هاگيريانتگرال جاي آن، در و است همين مشابه برهان، گسسته،

  .)گيرندمي

12 با نرمال ايجامعه از n يهانداز به تصادفي اينمونه زا خواهيممي .4-5 مثال =σ 

 صفر فرض كرده استفاده
�

μ=μ مقابل فرض برابر در را 
1

μ=μ، با 
�

μ>μ
1

 آزمون ،
 پيدا را α يهانداز به بحراني يهناحي تواناترين كرده استفاده پيرسن-نيمن لم از .كنيم
  .كنيد
 از اندعبارت درستنمايي دو .حل

∑ μ−−∑ μ−−
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

π
=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

π
=

2

1

1

2

2

1

2

1

2

1

2

1 )()(
.,. ixn

ixn
eLeL            

�

�

  

ni تا i=1 از هايابيمجموع آن در كه  كردن، ساده مقداري از بعد و شوندمي انجام =
  صورتبه آنها نسبت

∑μ−μ+μ−μ
= ixn

e
L

L ).()(
1

22

12

1

��
�  

 را C مانند اينمونه فضاي از ايناحيه و k مانند ثابت مقداري بايد بنابراين .آيدميدر
 كهطوريبه كنيم پيدا

           داخلدر

               داخل در 

Cke

Cke

ix

ix

n

n

,

,

).()(

).()(

≥

≤

∑μ−μ+μ−μ

∑μ−μ+μ−μ

1

22

12

1

22

12

��

��

  

) كردن كم لگاريتم، گرفتن از بعد و )22

12 �

μ−μn منفي كميت بر تقسيم و )(
1

μ−μ
�

n، 
  صورتبه نامساوي دو اين

          خارج

         داخل

CKx

CKx

,

,

≤

≥
 

kn برحسب عبارتي K آنها در كه آيندمي در ،،،
1

μμ
�

  .است 

 يهنظري و بحراني يهناحي يهانداز از دهاستفا با K چون ثابتي مقادير عمل، در      
  دستبه )ببينيد را 2-5 مثال( بحث مورد حالت در .شوندمي معين مناسب آماري
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 آوريم،مي 
n

zK 1.α+μ=
�

 برابري به صورتي است كه در αz آن در كه 

α=< α )( zZP  يهانداز به بحراني يهناحي ترينتوانا ،بنابراين .كندميصدق α براي 
 صفر فرض آزمون

�

μ=μ مقابل فرض برابر در 
1

μ=μ )با 
�

μ>μ
1

 يهجامع براي )
   از است عبارت مفروض نرمال

n
zx

1

.α+μ>
�

  

 به ناحيه اين كه كرد توجه بايد و
1

μ در كه است ميمه خاصيت اين .ندارد بستگي 
  .گشت خواهيم باز آن به دوباره 5-5 بخش

 يهآمار كه كنيم ذكر ابتدا در آنكه بدون را بحراني يهناحي اينجا، در كه كنيد توجه      
 يهناحي يك كردن مشخص تيب،تر بدين چون .آورديم دستبه است، X آزمون

 زبان در اصطلاح دو اين برعكس، و كندمي تعريف را متناظري آزمون يهآمار بحراني،
  .شوندمي گرفته كاربه مترداف طوربه آماري

  تمرين

  :مركب يا است ساده شده داده فرض كه دهيد نظر زير هايحالت از يك هر در .5-1

  است،λ=/251 با پواسون توزيع داراي تصادفي متغير يك كه فرض اين )الف
  است، λ</251 با پواسون توزيع داراي تصادفي متغير يك كه فرض اين )ب
  .است μ=100 ميانگين با نرمال توزيع داراي تصادفي متغير يك كه فرض اين )ج
 و N=7 با هندسي فوق توزيع داراي فيتصاد از متغيري از واحد ايمشاهده .5-2

2=n 2 صفر آزمون براي=k 4 مقابل فرض برابر در=k فرض اگر .رودمي كاربه 
 است، 2 تصادفي متغير يهشد مشاهده مقدار كه شودمي رد وقتي تنها و وقتي صفر

  .كنيد پيدا را ΙΙ و Ι نوع خطاهاي هاياحتمال
 x≥16 نظير رد يهناحي و x<16 پذيرش يهناحي اگر ،1-5 مثال به رجوع با .5-3

  .داشتندمي مقدارهايي چه ΙΙ و Ι نوع خطاهاي هاياحتمال بود،مي
 براي است نمايي توزيع داراي كه تصادفي متغير يك از واحد يهمشاهد يك .5-4

 θ=5 مقابل فرض برابر در θ=2 توزيع ميانگين كه رودمي كاربه فرض اين آزمون
 متغير يهشد مشاهده مقدار كه بپذيريم وقتي فقط و وقتي را صفر فرض راگ .است

  .كنيد پيدا را ΙΙ و Ι نوع خطاهاي هاياحتمال است، 3 از كمتر تصادفي
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 كه كنيد فرض .5-5
1

X و 
2

X 12 با نرمال ايجامعه از تصادفي اينمونه =σ باشد. 

 صفر فرض بخواهيم اگر
�

μ=μ مقابل فرض نفعبه را 
1

μ=μ، آن در كه 
�

μ>μ
1

، 
312 كه وقتي /=μ چيست؟ رانيبح يهناحي يهانداز كنيم، رد  

 براي α=0 با يكنواخت چگالي داراي تصادفي متغيري از واحد ايمشاهده .5-6

β=β+2 مقابل فرض برابر در x=/211 صفر فرض آزمون
�

 فرض اگر .رودمي كاربه 
β+1 از رگتربز مقداري تصادفي متغير كه شود رد وقتي فقط و وقتي صفر

�

 كند، اختيار 
  .كنيد پيدا را ΙΙ و Ι نوع خطاهاي هاياحتمال

 كه كنيد فرض .5-7
1

X و 
2

X در كه باشد ايهجامع از 2 يهانداز به تصادفي اينمونه 

  است شده داده زير

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<θ=θ

−θ

0  جاهاساير

10
1 xx

xf );(  

 بحراني يهناحي اگر
4

3

21
≥xx 1 صفر فرض آزمون براي=θ مقابل فرض برابر در 

2=θ 2 در آزمون اين توان رود، كاربه=θ چيست؟ 

 ،4-5 مثال در اگر كه دهيد نشان .5-8
01

μ<μ، بحراني يهناحي پيرسن نيمن لم  

n
zx

1

0

.α−μ≤  

  .دهدمي نتيجه را
 كه صفر فرض اين آزمون براي نمايي ايجامعه از n يهانداز به تصادفي اينمونه .5-9

 آن پارامتر
0

θ=θ كه مقابل فرض اين برابر در 
01

θ>θ=θ، لم از .رودمي كاربه  
 و كنيد، پيدا را α يهانداز به بحراني يهناحي تواناترين كرده استفاده پيرسن-نيمن 

  .كرد محاسبه را ثابت مقدار بايد چگونه كه دهيد نشان
 يهناحي تواناترين بايد چگونه كه دهيد نشان كرده استفاده پيرسن-نيمن لم از .5-10

 صفر فرض آن در كه بسازيم آزموني براي را α يهانداز به بحراني
0

θ=θ آن در كه 
θ مفروض مقدار با ايجملهدو توزيع يك پارامتر n كه فرض اين برابر در است 

01
θ<θ=θ، شودمي آزمون.  
n، 400=100 اگر قبل، تمرين به رجوع با .5-11

0
/=θ، 300

1
/=θ، و α سرحد تا 

050 از اينكه بدون باشد بزرگ امكان  توزيع براي نرمال تقريب از نمايد، اوزتج /
  .كنيد پيدا را ΙΙ نوع خطاي ارتكاب احتمال كرده استفاده ايجملهدو
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 از ،μ=0 با نرمال ايجامعه از n يهانداز به تصادفي اينمونه بودن مفروض با .5-12

 آزمون براي را α يهانداز به بحراني يهناحي تواناترين كرده استفاده پيرسن-نيمن لم
 صفر فرض

0

σ=σ مقابل فرض برابر در 
01

σ>σ=σ بسازيد.  
 مخالف آن مسافرين درصد60 كه را فرض اين خواهدمي هواپيمايي شركت يك .5-13

 چه در كه دهيد توضيح .دهد قرار آزمون مورد هستند، هواپيما داخل در سيگار كشيدن
 خطاي مرتكب شرايطي چه تحت و شد خواهند Ι نوع خطاي مرتكب آنها شرايطي

  .شد خواهند ΙΙ نوع
 آورد عمل به اجرايي مدير يك از كاملي يهمعاين كه شودمي خواسته پزشكي از .5-14

 قرار آزمون مورد است، بيشتر هايمسووليت پذيرش به قادر وي كه صفر فرض اين تا
 چه تحت و Ι نوع خطاي مرتكب پزشك اين شرايطي چه تحت كه دهيد توضيح .گيرد

  .شد خواهد ΙΙ نوع خطاي مرتكب شرايطي
 .است دقيقه 20 رنگ، يهسازند يك توليدي رنگ شدن خشك زمان متوسط .5-15

 فرض خواهدمي رنگ يهسازند شيميايي، تركيب بهترسازي بودن موثر در تحقيق براي
 μ آن در كه كند آزمون مناسبي مقابل ضرف برابر در را )دقيقه برحسب ( μ=20 صفر

  .است شده ساخته بهتر كه است رنگي شدن خشك زمان متوسط
 نخواهد كه صورتي در كند استفاده مقابل فرض كدام از بايد رنگ يهسازند )الف

 شدن خشك زمان آن، اثر بر اينكه مگر نكند اجرا را رنگ شيميايي تركيب در بهترسازي
  .يابد كاهش

 جديد توليد فرايند كه صورتي در كند استفاده مقابل فرض كدام از رنگ يهسازند )ب
 زمان افزايش موجب اينكه مگر كند اجرا را بهترسازي بخواهد وي و باشد ترارزان واقعاً

  .شود رنگ شدن خشك
 تا سربال يك از طول ميانگين كه را صفر فرض اين خواهدمي شناسزيست يك .5-16

312 حشره نوعي ديگر سربال 312 كه مقابل فرض برابر در است مترميلي /  مترميلي /
 فرض كه بگيرد تصميم و كند استخراج تصادفي اينمونه وي اگر .كند آزمون نيست،

012 بين نمونه ميانگين اگر تنها و اگر بپذيرد را صفر 612 مترميلي /  در باشد، متريميل /
912 مقدار كه صورتي /=x )ميتصمي چه وي آورد دستبه را )مترميلي برحسب 
   كه صورتي در تصميم اين آيا و گرفت؟ خواهد
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512 )الف /=μ،   
312 )ب /=μ،   

  خطاست؟ ميتصمي
 10 روز در متوسط طوربه كه را صفر فرض اين خواهدمي بانك كارمند يك .5-17

 بسيار رقم كه مقابل فرض اين برابر در شودمي آورده بانك به محلبي چك فقره
 تصميم و كند استخراج تصادفي يهنمون يك وي اگر .كند آزمون است آن از كوچكتر

512 از نمونه ميانگين اگر تنها و اگر كند رد را صفر فرض كه بگيرد  در كند، تجاوز /
   كه صورتي در تصميم اين آيا و گرفت؟ خواهد ميتصمي چه x=/211 كه صورتي

   ،λ=/511 )الف
010 )ب /=λ،   

  بود؟ خواهد خطا
 متوسط رطوبه لاستيك نوعي دوام كه را فرض اين خواهيممي كنيد فرض .5-18

 است، مايل 45000 متوسط طوربه كه مقابل فرض اين برابر در است مايل 35000
 داريم، سروكار نمايي توزيع با تصادفي متغيري با كه كنيم فرض اگر .كنيم آزمون
 ساختن براي پيرسن -نيمن لم زا و مشخص را Ι نوع خطاي احتمال و نمونه يهانداز
   به را مقابل فرض كه صورتي در آيا .كنيممي استفاده بحراني يهناحي
50000 )الف

1
=θ،  

35000 )ب
1

>θ،  
 آورد؟ خواهيم دستبه را بحراني يهناحي همان دهيم، تغيير

    تابع توان يك آزمون5-4
 و Ι نوع خطاهاي ارتكاب هاياحتمال براي يكتا مقاديري كه بوديم قادر ،1-5 مثال در
ΙΙ اين با .كرديممي آزمون ايساده مقابل فرض برابر در را ساده فرض يك زيرا بدهيم 

 ساده مقابل هايفرض مقابل در ساده هايفرض كه آيدمي پيش ندرت به عمل در حال
 است ممكن 1-5 مثال در مثلاً، .اندمركب دو هر يا آنها، از يكي معمولاً .ندشو آزمون

900 بيماري از بهبودي نرخ كه را صفر فرض اين كه باشد تربينانه واقع /≥θ در است 
900 مقابل فرض برابر /<θ، طوريبه جديد داروي كه مقابل فرض اين برابر در يعني 
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  .كرد آزمون نيست، مؤثر است شده ادعا كه
 ملاك يك مزاياي ارزشيابي يهمسأل داريم، سروكار مركب هايفرض با وقتي       

 هاياحتمال بايد صورت اين در .شودمي ترمشكل خيلي بحراني، يهناحي يا آزمون،
)(θαنوع خطاي ارتكاب ي Ι رمقادي تمام رايب را θ تحت كه ايحوزه داخل در 

 صفر فرض
�

H هاياحتمال و است، شده مشخص )(θβنوع خطاي ارتكاب ي ΙΙ را 
 رضف تحت كه ايحوزه داخل در θ مقادير تمام براي

1
H نظر در است، شده مشخص 

  .كنند تركيب هم با زير صورتبه را احتمال يهمجموع دو كه است اين بر رسم .گيريم

 آماري فرض آزمون يك توان تابع .3-5 تعريف
�

H مقابل فرض برابر در 
1

H به 

 :است زير صورت

                                     
⎩
⎨
⎧

θβ−
θα

=θπ
)(

)(
)(

1

  

 فرض رد هاياحتمال توان، تابع مقادير اين، بنابر      
�

H پارامتر مختلف مقادير براي 
θ مقادير براي توان تابع كه كنيد ملاحظه همچنين .است θ حتت 

�

H، احتمال 
 تحت θ مقادير براي و ،Ι نوع خطاي ارتكاب

1
H، نوع خطاي شدن مرتكب احتمال 

ΙΙ دهدمي را.  

 كه را صفر فرض اين تيمخواسمي كه كنيد فرض ،1-5 مثال به مراجعه با .5-5 مثال

900 /≥θ 900 كه مقابل فرض اين برابر در /<θ همان با متناظر توان تابع .كنيم آزمون 
 كنيممي رد را آن و x<14 هرگاه پذيريممي را صفر فرض آن در كه آزمون ملاك
 n=20 در )هابهبودي(هاموفقيت تعداد x قبل، مانند .كنيد رسيبر ،x≥14 هرگاه

  .است امتحان
 1 جدول در θβ)( يا θα)( نظير هاياحتمال آنها براي كه θ مقادير آن انتخاب با .حل

900 براي را  موفقيت14 حداكثر آوردن دستبه يθα)( هاياحتمال ،موجودند /=θ 
950 يا /=θ هاياحتمال و )(θβبراي را موفقيت 14 آوردن ستدبه ي 

500800850 /,,/,/ …=θ توان تابع مقادير و هااحتمال اين .كنيممي پيدا )(θπ، در 
  .اندشده داده نشان زير جدول

������ �	�
θ�� �� 
0

H���� �����	  

 ������ �	�
θ �� �� 
1

H���� �����	  
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9793002070500

9447005530550

8745012550600

7545024550650

5837041630700

3829061710750

1958080420800

0674093260850

0114001140900

0003000030950

///

///

///

///

///

///

///

///

///

///

)()()( θπθβθαθ
ΙΙΙ

    

رداحتمال

    نوع

خطاياحتمال

    نوع

خطاياحتمال

�

H

  

 فقط نمودار اين البته، .است شده داده نشان 2-5 شكل در توان تابع اين نمودار      

 تابع با آن يهمقايس ولي است، 1-5 مثال x≥14 بحراني يهناحي براي اعمال قابل

 3-5 شكل چينخط كمكبه كه مسأله، اين براي )خطابي(آرماني آزمون ملاك يك توان

  .است جالب شده، داده

  

  
  5-5 نمودار براي مثال .2-5شكل 
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  هاي توان تابع.3-5شكل 

 يهمقايس در ويژهبه آماري، هايآزمون ارزيابي در يممه بسيار نقش توان توابع      
 برابر در مفروض صفر فرض يك در استفاده قابل همه كه بحراني يهناحي چندين
 كردن قبول هاياحتمال 2-5 شكل در اگر ضمناً، .دارند هستند، مفروضي مقابل فرض

�

H كردن رد هاياحتمال جاي به( را 
�

H( منحني كرديم،مي رسم يابيطهنق با 

 مقادير ديگر، عبارت به .آوريممي دستبه را مفروض بحراني يهناحي عمل يهمشخص

 داده θπ−1)( با است، موجود صنعتي كاربردهاي در عمدتاً كه عمل، يهمشخص تابع
  .شوندمي

 را ،Ι نوع خطاي احتمال يعني ،α آماري، هايآزمون پيرسن -نيمن يهنظري در      
 صفر فرض كه است آن مستلزم اين و گيريممي ثابت

�

H مثلاً، باشد، ايساده فرض 

�

θ=θ. يهنقط از صفر، فرض اين آزمون هر توان تابع نتيجه، در ),( αθ
�

 اينقطه تنها ،
 اين با .گذشت خواهد است، خطايي ارتكاب احتمال برابر توان تابع مقدار آن در كه

 صفر فرض آزمون براي همه كه بحراني، يهناحي چندين توان هايتابع يهمقايس كار،
 يهساد

�

θ=θ مقابل فرض مثلاً مركب، فرض يك برابر در 
�

θ≠θ اند،شده طرح 
 توان هايتابع كه در نظر بگيريد را 3-5 شكل مطلب، شدن روشن براي .شودمي تسهيل

  اند،شده طرح منظور اين براي كه را آزمون ملاك يا مختلف، بحراني يهناحي سه
 بجز θ مقدار هر ازايبه چون .دهدمي 

�

θ اتخاذ هاياحتمال توان، هايتابع رمقادي 



  133    نظريه : آزمون فرض

 يك به امكان سرحد تا را آنها كه است آن مطلوب دهند،مي را درست هايتصميم
 آن توان تابع كه بحراني يهناحي كه شودمي ديده وارسي طريق از بنابراين .كرد نزديك

 با نآ توان تابع كه بحراني يهناحي بر است شده داده 3-5 شكل چين نقطه منحني به

 با ΙΙ نوع خطاي نشدن مرتكب احتمال .دارد برتري است، شده داده خط چين منحني
يهناحي با خطا نوع اين نشدن مرتكب احتمال از بيشتر همواره بحراني، يهناحي ليناو 

 ميدو از تواناتر يكنواخت طوربه بحراني يهناحي ليناو كه گوييم و است، مدو بحراني

   .نامندمي نيز قبول قابل غير را مدو بحراني يهناحي است؛
 هايتابع كه ييبحران هايناحيه يهمقايس هنگام به روشني بدين تمايزي شدن قائل      
 اين در .نيست پذيرامكان اند،شده داده 3-5 شكل در پررنگ هايمنحني با آنها توان

 براي لاو بحراني يهناحي حالت
�

θ<θ كه حالي در است ارجح براي ميدو 
�

θ>θ 
 توان هايتابع يهمقايس براي بيشتري هايملاك به هاييوضعيت چنين در .است ارجح

 توجه .است شده داده 24-5 تمرين در كه است ملاكي يكي جملهنآ از كه نيازمنديم

 مقابل، فرض اگر كه كنيد
�

θ>θ ،منحني با آن توان تابع كه بحرانيي يهناحي بود 
 توان تابع كه بودمي بحرانيي يهناحي از تواناتر يكنواخت طوربه است شده داده پررنگ

  .است شده داده چيننقطه منحني با آن
 ،α مركب، مقابل فرض يك برابر در ساده فرض يك آزمون براي كلي، حالت در      

 طوربه را بحراني يهناحي يك و كنيممي مشخص را Ι نوع خطاي شدن مرتكب احتمال
 يا بزرگتر همواره آن توان تابع مقادير هرگاه ناميممي ديگري از تواناتر يكنواخت

 مورد امترپار مقدار يك براي حداقل اكيد نامساوي و بوده ديگري توان تابع با مساوي
 طوربه α يهانداز با بحراني يهناحي يك مفروضي، يهمسأل در اگر .باشد برقرار نظر

 يكنواخت طوربه را آن باشد، α يهانداز به بحراني يهناحي هر از تواناتر يكنواخت
 كه موقعي در تواناترين يكنواخت طورهب بحراني هايناحيه متأسفانه، .نامند تواناترين

 .موجودند ندرت به كنيم،مي آزمون مركب مقابل فرض يك برابر در را ساده فرض يك
 يك كنيم،مي آزمون ساده مقابل فرض يك برابر در را ساده فرض يك وقتي البته،
 شد، پيرسن ارائه-لم نيمن در كه صورتي به ،α يهانداز به تواناترين بحراني يهناحي
  .است تواناترين يكنواخت طوربه همواره واقع در

 قبول يهناحي كه كرديممي فرض همواره تاكنون      
�

H رد يهناحي با معادل 
1

H 
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 هايفرض آن در كه ،ايدنباله يا ايچندمرحله هايمونآز در مثلاً اام برعكس و است

 پذيرفتن از عبارت مقابل
�

H، پذيرفتن 
1

H، يهتهي به تصميم اخذ كردن موكول يا 
 هايآزمون اصطلاح به در همچنين .است ديگري طور وضعيت است، بيشتري يهاداده

 كردن رد يللده ب آن، در كه ،بودن دارمعني
�

H پذيرش نه و است داوري از خودداري 

�

H، ايسكه كه را صفر فرض اين بخواهيم اگر مثلاً .است ديگر ايگونه به وضعيت 
 پرتاب بار 100 در و كنيم، آزمون نيست چنين كه فرض اين برابر در است همگن كاملاً
050 وقتي صفر فرض رد به قادر را ما كار اين بيايد، خط 43 و شير 57 سكه، /=α 
 براي كه ،50 از بيشتر شير چند فقط چون هذامع ).28-5 تمرين( كرد نخواهد است،

 داشته اكراه اندازه همانبه شايد ايم،آورده دستبه داريم، انتظار همگن يهسك يك
 توانيممي كار، اين از اجتناب براي .بپذيريم درست عنوانبه را صفر فرض كه باشيم

 حاصل شيرهاي و انتظار مورد شيرهاي تعداد يعني ،57 و 50 بين اختلاف كه بگوييم
 آن اختلاف اين كه گفت توانمي يا - ستدان تصادف معلول موجهي نحوبه توانمي را

 Ι نوع خطاي مرتكب توانيممين باشيم، نكرده قبول را صفر فرض كه نيست زياد اندازه
 ،Ι نوع خطاي احتمال به كه است نوع اين از هاييآزمون با ارتباط در عمدتاً .شويم
  .كنيممي قاطلا بودن دارمعني سطح

  هاي نسبت درستنمايي  آزمون5-5

 كردن آزمون براي بحراني هايناحيه تواناترين ساختن براي ايوسيله پيرسن -نيمن لم
 مركب هايفرض در ولي است، ساده مقابل فرض يك برابر در ساده صفر فرض يك

 براي انيبحر هايناحيه ساختن براي كلي روشي اينك .نيست بردن كاربه قابل همواره
   بسيار خواص حالات، اغلب در كه كنيممي ارائه مركب هايفرض هايآزمون

   ناميده درستنمايي نسبت هايآزمون كه حاصل، هايآزمون .دارند بخشيرضايت

 يكنواخت طوربه لزوماً ولي هستند، 3-5 بخش روش از ميتعمي بر مبتني شوند،مي

 θ پارامتر يك به مربوط هايآزمون با رابطه در را روش اين اينجا در .نيستند تواناترين
 به توانمي را مانهاياستدلال يههم اام دهيم،ميقرار بحث مورد پيوسته هايجامعه و

  .داد تعميم گسسته هايجامعه و پارامتري چند حالت به آساني
 كه كنيممي فرض درستنمايي، نسبت يهشيو توضيح براي      

12
XXXn و ، ،، � 
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 از عبارت x در آن چگالي كه باشد ايجامعه از n يهانداز به تصادفي اينمونه
);( θxf ،كه كنيممي فرض و است Ω پارامتر كه است مقاديري يهمجموع θ اختيار 

 كنيم آزمون خواهيممي كه صفري فرض .ناميممي θ پارامتر فضاي را Ω غالباً .كندمي
 از است عبارت

ω∈θ:
�

H  
  از است عبارت مقابل فرض و

ω′∈θ:
1

H  
 فضاي ،بنابراين .است Ω به نسبت ω متمم ′ωو Ω يهزيرمجموع ω آن در كه

 عضو θ صفر، فرض طبق شود؛مي زافرا ′ω و ω مجزاي هايمجموعه به θ پارامتر
 بيشتر در .است مدو يهمجموع از عضوي مقابل فرض طبق و است لاو يهمجموع
 اعداد از ايبازه مثبت، حقيقي اعداد يهمجموع حقيقي، اعداد يهمجموع يا Ω مسائل،
  .است حقيقي اعداد از گسسته ايمجموعه يا حقيقي،

 وقتي      
�

H و 
1

H باشند، ايساده هايفرض دو هر ω و ω′ عضو يك فقط هريك 
 هايدرستنمايي يهمقايس براي هاييآزمون ما  3-5 بخش در و دارند،

�

L و 
1

L 

 اين جايبه ما است، مركب فرض دو از يكي حداقل آن در كه كلي، حالت در .ساختيم
 كار

�

Lmax و Lmax آن در كه كنيممي مقايسه را 
�

Lmax تابع ماكسيمم مقدار 
 براي درستنمايي تابع مقدار Lmax و است، ω در θ مقادير يهكلي براي درستنمايي

 از n يهانداز به تصادفي اينمونه اگر ديگر، عبارتبه .است Ω در θ مقادير يههم
);( برابر x در آن چگالي كه باشيم اشتهد ايجامعه θxf ،است θ̂ ماكسيمم برآورد 

 ̂ˆθ و باشد، ω از عضوي بايد θ كه است محدوديت اين به مشروط θ درستنمايي
 بنابراين است، Ω در θ مقادير يهكلي براي θ درستنمايي ماكسيمم برآورد

∏
=

θ=
n

i
ixfL

1

)ˆ;(max
�

  

  و

.)ˆ̂
;(max ∏

=
θ=

n

i
ixfL

1

  

 يهشد مشاهده مقادير به آنها زيرا اندتصادفي متغيرهاي مقادير دو هر هاكميت اين      

12
xxxn  آنها نسبت و دارند، بستگي �  ، ، ،
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L

L

max

max
�=λ  

  .شودمي ناميده Λ درستنمايي نسبت يهآمار از مقداري

 چون      
�

Lmax و Lmax هرگز بنابراين و اند،درستنمايي ابعت يك مقادير دو هر 
 فضاي از ايزيرمجموعه ω چون همچنين، ؛λ≤0 كه شودمي نتيجه نيستند، منفي

 داريم انتظار است، نادرست صفر فرض وقتي .λ≥1 كه شودمي نتيجه است، Ω پارامتر
 كه

�

Lmax با مقايسه در Lmax صورت اين در كه باشد، كوچك λ صفر نزديك 
 كه داريم انتظار ،ω∈θ و است درست صفر فرض كه وقتي ديگر طرف از .بود خواهد

�

Lmax به Lmax صورت اين در كه باشد، نزديك λ بود خواهد نزديك يك به. 
 صفر فرض درستنمايي، نسبت آزمون بنابر لذا،

�

H اگر تنها و اگر شودمي رد λ در 
10 آن در كه يردگ قرار k≤λ شكل به ردي يهناحي << k. خلاصه، طوربه  

  اگر و باشند، Ω پارامتري فضاي از متمم هايزيرمجموعه ′ω و ω اگر .4-5 تعريف

L

L

max

max
�=λ  

 آن در كه
�

Lmax و Lmax براي درستنمايي هايتابع ماكسيمم مقادير ترتيببه   
 بحراني يهناحي صورت اين در هستند، Ω و ω در θ مقادير يهكلي

k≤λ  
>>1 آن در كه k�، صفر فرض براي را درستنمايي نسبت ونآزم يك ω∈θ برابر در 

  .كندمي تعريف ω′∈θ مقابل فرض

 اگر      
�

H باشد، ايساده فرض k يهناحي يهانداز كه شودمي انتخاب طوري 
 اگر باشد؛ α برابر بحراني

�

H باشد، مركب k احتمال كه شودمي انتخاب طوري 
 در و آن، با يمساو يا α از كوچكتر ω در θ مقادير يهكلي ازايبه Ι نوع خطاي

 اگر بنابراين .باشد α برابر ω در θ مقدار يك براي حداقل امكان، صورت
�

H 
 وقتي باشد λ در Λ چگالي λg)( و ساده فرضي

�

H صورت اين در است، درست 
k كه باشد طوري بايد  

.)()( ∫ α=λλ=≤Λ
k

dgkP
�
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 بزرگترين k و شودمي داده قرار مجموع انتگرال، جايبه گسسته حالت در      
  .است آن مساوي يا α از كوچكتر مجموع آن، براي كه شودمي اختيار مقداري

 صفر فرض آزمون براي درستنمايي نسبت آزمون بحراني يهناحي .6-5 مثال

��

μ=μ:H  
 مركب مقابل فرض برابر در

�

μ≠μ:
1

H  
 پيدا 2σ معلوم واريانس با نرمال ايجامعه از n يهانداز به تصادفي اينمونه برمبناي را

  .كنيد
 شامل تنها ω چون .حل

�

μ ،كه شودمي نتيجه است 
�

μ=μ̂، چون و Ω يهمجموع 

  بنابراين .x=μ̂̂ كه شودمي نتيجه ،7-3 بخش روش بنابه است، حقيقي اعداد يهكلي

∑ μ−−
σ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

πσ
=

2

2
2

1

2

1
)(.

.max
�

�

ixn
eL  

 و

∑ −−
σ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

πσ
=

2

2
2

1

2

1
)(.

.max
xxn i

eL  

ni تا i=1 از هامجموع آن در كه  نسبت يهآمار مقدار و شوند،مي محاسبه =
  صورتبه كردن، ساده از پس درستنمايي

∑ μ−−

∑ −−

∑ μ−−
σ

σ

σ
==λ

2

2
2

2

2
2

1

2

2
2

1

)(.

)(.

)(.
�

�

i
n

i

i x

xx

x

e

e

e  

 از است عبارت درستنمايي نسبت آزمون بحراني يهناحي بنابراين .آيدمي در

ke
i

n x
≤

∑ μ−−
σ

2

2
2

)(.
�

  
 بر تقسيم و لگاريتم گرفتن از بعد و،

2

2σ
− n، صورتبه 

k
n

x ln.)(
2

2 2σ−≥μ−
�

  

  يا

Kx ≥μ−
�
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 .شود α برابر بحراني يهناحي يهانداز كه شود معين طوري بايد K درآن كه آيدمي در
10 اينكه به توجه با kln كه كنيد توجه << k، است منفي.  

 ميانگين با نرمال توزيع داراي X چون
�

μ واريانس و 
n

2σ ،كه شودمي معلوم است 
 از است عبارت درستنمايي نسبت آزمون اين بحراني يهناحي

n
zx

σ≥μ− α .
2�

  

 آن معادل يا،

2α≥ zz  
  آن در كه

.
n

x
z

σ
μ−

= �  

 مساوي يا از بزرگتر مقداري z كه صورتي در بايد صفر فرض ديگر، عبارتبه      

2αz، از نابيشتر مقداري يا 
2α− z شود رد كند، اختيار.  

 بود آسان كند، α را بحراني يهناحي يهانداز كه ثابتي مقدار يافتن قبل مثال در      
 ،Λ خود توزيع كه نبوديم مجبور و كنيم رجوع X معلوم توزيع به توانستيممي رازي

 است پيچيده بسيار عموماً Λ توزيع چون .آوريم دستبه را درستنمايي نسبت يهآمار
 كاربه را زير تقريب كه است آن ارجح اغلب ،كندمي مشكل را k يهمحاسب كار اين و

  .است شده داده فصل پايان در آن برهان براي مرجعي كه بريم

−Λ توزيع بزرگ، n براي .2-5 يقضيه ln2، توزيع به كلي، بسيار شرايطي تحت 

  .دكنمي ميل آزادي يهدرج  يكبا دوخي

 اگر است؛ اعمال قابل پارامتري يك حالت براي تنها قضيه اين كه كنيم اضافه بايد      
 را محدوديت r صفر، فرض بر كه باشد مجهول پارامتر يك از بيش متضمن جامعه
−Λ تقريبي دويخي توزيع در آزادي هايدرجه تعداد ،كندمي اعمال ln2 برابر r 
 واريانس و ميانگين كه كنيم آزمون را صفر فرض اين بخواهيم اگر بنابراين، .است

 ترتيببه نرمال، يهجامع يك مجهول
�

μ 2 و

�

σ كه مقابل فرض اين برابر در هستند 

�

μ≠μ 22 و

�

σ≠σ، تقريبي دويخي توزيع در آزادي هايدرجه تعداد Λ− ln2 برابر 
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 از اندعبارت محدوديت دو بود خواهد 2
�

μ=μ 22 و

�

σ=σ.  
−Λ بزرگ اديرمق با متناظر λ كوچك مقادير چون       ln2 ،يهقضي توانيممي هستند 

  صورتبه تقريبي درستنمايي نسبت آزمون اين بحراني يهناحي نوشتن براي را 5-2
2

1
2 ,ln αχ≥λ−  

2 نآدر كه دهيم قرار استفاده مورد

1,αχ شده تعريف 3-2 بخش در كه است صورتيبه 
  .آوريممي دستبه را زير عبارت 6-5 مثال با رابطه در .است

2

2

2

2 ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

σ
μ−

=μ−
σ

=λ−
n

x
x

n

/
)(ln �

�

  

 آزادي يهدرج يك با دوخي توزيع كه متغيرتصادفي يك از است مقداري واقع در كه
  .دارد

 نتايجي عموماً درستنمايي نسبت روش كرديم، نشان خاطر قبلاً كه گونههمان      
 ميك كه زير، مثال در نيست چنين هميشه كه مطلب اين .دهدمي دستبه بخشرضايت

  .است شده تشريح است، غيرعادي

 احتمال توزيع كه را ساده فرض اين مشاهده، يك برمبناي تنها خواهيممي .7-5 مثال

X صورتبه  

6

1

6

1

6

1

4

1

12

1

12

1

12

1

7654321

)(xf

x
  

  صورتبه X توزيع كه مركب مقابل فرض اين برابر در است

000

7654321

4

2

121212

cbaxg

x

)(
  

++=1 آن در كه كنيم، آزمون است cba. از حاصل بحراني يهناحي كه دهيد نشان 
  .است قبول غيرقابل درستنمايي، نسبت روش طريق
 مقادير تخصيص با كه است احتمالي هايتوزيع يهكلي شامل مركب، مقابل فرض .حل

cba براي 1 تا � زا مختلف ++=1 كه محدوديت اين قيد با تنها ،,, cba، دستبه 
 مقدار، اين براي .x=1 دهيممي قرار ابتدا ،x مقدار هر ازايبه λ تعيين براي .آيندمي

 آوريممي دستبه
12

1=
�

Lmax، 
3

1=Lmax)1 با متناظر=a(، بنابراين و 
4

1=λ. با 
 داده نشان زير جدول در كه را نتايجي ابه،مش روشي به x مقادير ساير ازايبه λ تعيين
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 :آوريممي دستبه اند،شده

111

7654321

8

3

4

1

4

1

4

1λ
x

  

250 بحراني يهناحي يهانداز اگر /=α ،نسبت روش كه گيريممي نتيجه باشد 
 در شودمي رد صفر فرض آن ازايبه كه دهدمي دستبه بحرانيي يهناحي درستنمايي،

 كه صورتي
4

1=λ، 1 وقتي يعني=x، 2=x، 3 يا=xكه است روشن ؛ 

250

12

1

12

1

12

1

321 /)()()( =++=++ fff  

)()()()( با ΙΙ نوع خطاي متناظر احتمال 7654 gggg  اين بنابر و شود،مي داده +++
 ربراب

3

   .است 2
 رد وقتي تنها صفر فرض آن، ازايبه كه گيريممي نظر در را بحرانيي يهناحي حال      

250 نيز آن يهانداز .x=4 كه شودمي /=α زيرا است 
4

1
4 =)(f، متناظر احتمال ولي 

 از است عبارت ΙΙ نوع خطاي براي

3

1

000765321
333

=+++++=+++++ cbagggggg )()()()()()(  

 از كمتر عدد اين چون و
3

 درستنمايي نسبت روش از حاصل بحراني يهناحي است، 2
 حدي تا مثال اين كرديم، نشان خاطر ابتدا در كه طورهمان البته .است قبول غيرقابل

  .است غيرعادي

  تمرين

 در را k≥2 صفر فرض خواستيممي كه كنيد فرض،  3-5 تمرين به رجوع اب .5-19

   هاياحتمال .كنيم آزمون k<2 مقابل فرض برابر
210 براي را Ι نوع خطاهاي )الف ,,=k،   
7654 براي را ΙΙ نوع خطاهاي )ب ,,,=k،  

  .كنيد رسم را متناظر توان تابع نمودار همچنين .كنيد پيدا
 آن و كنيم رد x≥15 وقتي را صفر فرض كه كنيد فرض ،5-5 مثال به رجوع با .5-20

 و محاسبه 5-5 بخش جدول يθ مقادير مانه بر را x. )(θπ<15 هرگاه بپذيريم را

  .كنيد رسم را آزمون ملاك توان تابع نمودار
   به كه را ميگا درستي ،5-5 مثال حل در .5-21
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2

02
2

)( μ−−
σ=λ

xn

e  
  .كنيد تحقيق شد، منجر

 توزيع يك يθ پارامتر كه فرض ناي آزمون براي امتحان n در هاموفقيت تعداد .5-22

 مساوي ايجملهدو
2

 مساوي كه مقابل فرض اين برابر در است 1
2

 مورد نيست، 1
  .گيردمي قرار استفاده

  .كنيد پيدا درستنمايي نسبت يهآمار براي عبارتي )الف
 نسبت آزمون بحراني يهناحي كه دهيد نشان كرد، استفاده فال قسمت يهنتيج از )ب

   صورتبه توانمي را درستنمايي

Kxnxnxx ≥−−+ )ln().(ln.  
  .است شده مشاهده هايموفقيت تعداد x آن در كه نوشت

)ln().(ln.)( منحني بررسي با )ج xnxnxxxf  تقارن و آن، مينيمم ويژهبه ،=+−−
   صورتبه توانمي را درستنمايي نسبت آزمون اين بحراني يهناحي كه دهيد ننشا آن،

k
n

x ≥−
2

  

  .دارد بستگي بحراني يهناحي يهانداز به كه است ثابتي K آن در كه
 پارامتر كه صفر فرض ناي آزمون براي n يهانداز به اينمونه از خواهيممي .5-23

θبرابر نمايي يهجامع يك ي 
0

θ مساوي كه مقابل فرض اين برابر در است 
0

θ ،نيست 
  .كنيم استفاده

  .كنيد پيدا درستنمايي نسبت آزمون براي عبارتي )الف
 نسبت آزمون بحراني يهناحي كه دهيد نشان ه،كرد استفاده الف قسمت يهنتيج از )ب

  نوشت زير صورتبه توانمي را درستنمايي

..
/

Kex
x ≤θ−

0  
 كنيم،مي آزمون مركب مقابل فرض يك برابر در را ساده صفر فرض يك وقتي .5-24

 مقدار متناظر، توان تابع كه صورتي در شودمي ناميده نااريب بحراني، يهناحي يك
 شده قيد صفر فرض تحت كه كندمي اختيار پارامتر از مقداري ازايبه را خود ممميني

 صفر فرض رد احتمال هرگاه است نااريب بحراني يهناحي يك ديگر، عبارتبه .است
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 تنها بودن مفروض با .باشد مقدار كمترين داراي است، درست صفر فرض كه موقعي
  چگالي با X تصادفي متغير از مشاهده يك

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <<−θ+=

0  جاهاساير

101
2

12 xx
xf

)(
)(  

11 آن در كه ≤θ≤−، بحراني يهناحي كه دهيد نشان α≤x، بحراني يهناحي يك 
 صفر فرض كردن آزمون براي α يهانداز با تواناترين يكنواخت طوربه و نااريب

0=θ 0 مقابل فرض برابر در≠θ گذاردمي اختيار در. 

 بين انتظار زمان ميانگين كه صفر فرض اين آزمون براي واحد ايمشاهده از .5-25

 برحسب( θ=10 برابر )نمايي ايجامعه ميانگين( نگاريزلزله ايستگاه يك در هالرزه
   استفاده است )ساعت برحسب( θ≠10 كه مقابل فرض اين برابر در است )ساعت

 8 از كمتر شده مشاهده مقدار كه كنيم رد وقتي تنها و وقتي را صفر فرض اگر .شودمي
  كنيد پيدا است، 12 از بزرگتر يا

   ،Ιنوع خطاي احتمال )الف
2016128642 وقتي ،ΙΙ نوع خطاي هاياحتمال )ب ,,,,,,=θ.  

  .كنيد رسم را آزمون ملاك اين توان تابع همچنين
 سني گروه براي كه صفر فرض اين آزمون در 64 يهانداز به تصادفي اينمونه .5-26

 واريانس با نرمال ايجامعه ميانگين( پيشرفت آزمون يك در نمرات ميانگين خاص،

256
2 =σ( از بزرگتر كه مقابل فرض اين برابر در است، آن مساوي يا 40 از كوچكتر 

 نگينميا كه كنيم رد صورتي در فقط و فقط را صفر فرض اگر .رودمي كاربه است، 40
543 از بيشتر تصادفي يهنمون   كنيد پيدا باشد، /
40393837 وقتي، Ι نوع خطاي هاياحتمال )الف ,,,=μ،  
4847464544434241 وقتي، ΙΙ نوع خطاي هاياحتمال )ب ,,,,,,,=μ،  

  .كنيد رسم را آزمون لاكم اين توان تابع نمودار همچنين
 صفر فرض اين آزمون براي ،5 يهانداز به اينمونه در حاصل مقادير مجموع .5-27

 اين براي كه دارد وجود هفته هر در تصادف دو از بيش متوسط طوربه تقاطعي در كه
 2 هاتصادف تعداد متوسط طوربه كه مقابل فرض اين برابر در ،λ<2 پواسون يهجامع
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 مجموع كه شود رد وقتي تنها و وقتي صفر فرض اگر .رودمي كار به است 2 از كمتر يا
  است مطلوب است، پنج از كمتر يا پنج مشاهدات

0382624222 وقتي ،Ι نوع خطاهاي هاياحتمال )الف /,/,/,/,/=λ،   
50015102 وقتي ،ΙΙ نوع خطاهاي هاياحتمال )ب /,/,/,/=λ.  

  .كنيد رسم را آزمون ملاك اين توان تابع نمودار همچنين
امكان را  ما اين به سكه  پرتاب يك100 خط در 43 و  شير57 كه كنيد تحقيق .5-28

در برابر اين فرض مقابل كه (است  همگن كاملاً سكه كه را صفر فرض اين كه دهدمين
050بودن  دارمعني سطح در )نيست همگن كاملاً يهسك /=αاز: راهنمايي( .كنيم  رد 

  .) استفاده كنيدايجملهتقريب نرمال براي توزيع دو



 



  
  

  ششمفصل 

  
  

 كاربردها: آزمون فرض
  
  

  مقدمه  6-1

 قرار بحث مورد است، آماري هايآزمون مبناي كه را اينظريه از قسمتي پنجم فصل در
 در وسيعي بسيار يهاستفاد كه را استاندارد هايآزمون از برخي فصل اين در و داديم

  بر مبتني كه را آنهايي حداقل ها،آزمون اين اغلب .كنيممي ارائه دارند، كاربردها
  .آورد دستبه درستنمايي نسبت تكنيك با توانمي اند،جامعه معلوم هايتوزيع 

 در كه گيريممي نظر در را وضعيتي برد، خواهيم كاربه كه اصطلاحاتي توضيح براي      
 صفر فرض خواهيممي آن

��

θ=θ:H ي هطرف دو مقابل فرض برابر در را
�

θ≠θ :
1

H 
 براي θ̂ ايهنقط برآورد وقتي را صفر فرض كه آيدمي نظر به معقول چون .كنيم آزمون

θ به 
�

θ وقتي و بپذيريم است نزديك θ̂ از كوچكتر بسيار يا بزرگتر بسيار 
�

θ است 
 توزيع دم دو هر از متشكل را بحرانيي هناحي كه بود خواهد منطقي كنيم، رد را آن

  .شودمي ناميدهمي د دو آزمون آزموني، چنين .بگيريم Θ̂ آزموني هآمار گيرينمونه

 صفر فرض بخواهيم اگر ديگر، طرف از      
��

θ=θ:H يك مقابل فرض برابر در را 

ه طرف
�

θ<θ:
1

H كه رسدمي معقول نظر به كنيم، آزمون 
�

H وقتي تنها را θ̂ خيلي 

 از كوچكتر
�

θ ،يهناحي كه خواهد بود منطقي حالت اين در بنابراين، .كنيم رد است 
 آزمون در نحو، همينبه .بگيريم Θ̂ يگيرنمونه توزيع چپ دم از متشكل تنها را بحراني

��

θ=θ :H ي هطرفيك مقابل فرض برابر در
�

θ>θ:
1

H، 
�

H مقادير براي تنها را 
 Θ̂ يگيرنمونه توزيع راست دم از متشكل تنها بحرانيي هناحي و كنيممي رد θ̂ بزرگ
 ايهنمون توزيع دم يك از متشكل تنها بحرانيي هناحي آن در كه آزموني هر .است
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  .شودمي ناميدهمي د يك آزمون باشد، آزموني هآمار

ي هطرف دو مقابل فرض براي مثلاً،      
�

μ≠μ، نسبت تكنيك ،6-5 مثال در 

 بحرانيي هناحي با طرفه دو آزمون يك به درستنمايي

n
zx

σ≥μ− α .
2�

  

   يا

n
zx

n
zx

σ+μ≥σ−μ≤ αα .,.
22 ��

                 

 مقداري X كه صورتي در شده، داده نشان 1-6 شكل در كه طورهمان .شد منجر

 صفر فرض بگيرد، قرار آن يگيرنمونه توزيع دم دو از يك هر در كه كند اختيار

�

μ=μ شكل به توانمي را بحرانيي هناحي اين نمادين، طوربه .شودمي رد 

22 αα −≤≥ zzzz   آن در كه كرد، بيان   و  

.
n

x
z

σ
μ−

= �  

  

  
  ي بحراني براي آزمون دو دميناحيه: 1-6شكل 

  

ي هطرف يك مقابل فرض از راگ      
�

μ>μ نسبت تكنيك بوديم، كرده استفاده 
 شده هداد نشان 2-6 شكل در آن بحرانيي هناحي كه ايهطرف يك آزمون به درستنمايي

ي هطرفيك مقابل فرض اگر و شد،مي منجر
�

μ<μ نسبت روش بوديم، برده كاربه را 
 3-6 شكل در آن بحرانيي هناحي كه شدمي منجر ايهطرف يك آزمون به ييدرستنما

 براي تنها را صفر فرض اول حالت در كه رسدمي معقول نظربه .است شده داده نشان
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 در و كنيم، رد گيرند،مي قرار آن يگيرنمونه توزيع راست سمت دم در كه X مقادير
 يگيرنمونه توزيع چپ سمت دم در كه X مقادير براي تنها را رصف فرض مدو حالت

 به توانمي را متناظر بحراني هايناحيه نمادي، صورتبه .كنيم رد گيرند،مي قرار آن
≤α صورت zz و α−≤ zz آن در كه نوشت z شده تعريف قبلاً كه است همان 

 طرفه دو مقابل هايفرض ،)3-4 تمرين( هست قاعده اين بر استثناهايي گرچه .است

مي د يك هايآزمون به طرفه يك مقابل هايفرض ومي د دو هايآزمون به معمولاً
  .شوندمي منجر

  

  
 ي بحراني براي آزمون يك دميناحيه: 2-6شكل 

�
μ>μ  

  

  
 ي بحراني براي آزمون يك دميناحيه: 3-6كل ش

�
μ<μ  

  

ها را به كمك مراحل زير طور سنتي، مرسوم است كه نكات اصلي آزمون فرضبه     
  .دهندمينشان 

1. 
�

H و 
1

H و بنديفرمول را α نيدك مشخص را.  
ي هانداز به بحراني ايهناحي مناسبي، آزموني هآمار يگيرنمونه توزيع از استفاده با .2
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α كنيد معين را.  
  .كنيد معين ايهنمون هايداده از را آزموني هآمار مقدار .3
 آن، مطابق و هن يا افتدمي بحرانيي هناحي در آزموني هآمار مقدار اه آيك كنيد بررسي .4

  .كنيد خودداري داوري از يا بپذيرد، يا كنيد، رد را صفر فرض

 يعني،( آزمون هايملاكي همجزاكنند خطوط 3-6  و،2-6 ،1-6 هايدر شكل      

 يا αz دانستن نيازمند )بحراني مقادير يا بحراني، هايناحيه مرزهاي
2αzمقادير اين .اند 

 دارمعني سطح هر براي ) استاندارد نرمال توزيع ترمبسوط يا ( 3 جدول از سادگي به
ي گيرنمونهتوزيع  اگر مثلاً، .نيست ساده همواره مسأله اام اند،دسترس در α بودن
 متداول، هايجدول از كار درآيند، F توزيع يا دو،خي توزيع ،t توزيع زمون،آي هآمار

ααααα لازم مقادير χχ ttF ، ، ، ، 

22

22
 يا  و

2αF گذارندمي اختيار در را اين اام 
 برآن رسم دليل، نه ايب عمدتاً .گيردمي قرار دسترس در α مقدار چند براي تنها مقادير
 دارمعني سطح با انحصاري صورت به تقريباً را آماري هايفرض هايآزمون كه است
050 با برابر α بودن 010 يا /  نظرآيد، به دلخواه كاملاً است ممكن كار اين .كنندمي بنا /

 تعريف( مقدارها-P از استفاده امروزه كه ستا دليل نه ايب و هست، نيز چنين البته و
ي هنظري رهيافت يك از توانستيممي ديگر، روش به .است يافته ارجحيت )6-1

 حساب به را ممكن هايعملي ههم پيامدهاي ترتيب بدين و كنيم استفادهمي تصمي
 آنها در كه موجودند زيادي مسائل ... " شديم، متذكر قبلاً كه همچنان ا،ام .آوريم

 يههم هاياحتمال و شخص هايعمل پيامدهاي يههم به عددي مقادير تخصيص
  ".است دشوار نباشد، هم غيرممكن اگر ها،امكان
 چهار آماري، افزارهاينرم قرارگرفتن عامه دسترس در و صحنه به كامپيوتر ورود با      

 آزادي تا كرد تعديل و جرح توانمي اند،شده بيان خلاصه طوربه بالا در كه رامي گا
 كه آزموني به مراجعه با .شود ميسر α بودن دارمعني سطح انتخاب در بيشتري عمل
 مشاهده مقدار مقايسه جايبه است، شده داده نشان 2-6 شكل در كه بحرانيي هناحي

  مقدار يا بحرانيي هناحي مرزهاي با X شده

n

X
Z

σ
μ−

= �  

 ديگر، عبارتبه .كنيممي مقايسه α با را 4-6 شكلي هخورد هاشوري هناحي αz با
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 مساوي يا α از كوچكتر 4-6 شكل بحرانيي هناحي هرگاه كنيممي رد را صفر فرض

 سطح يا ،دمي احتمال ،مقدار-پروب مقدار،-P را خورده هاشوري هناحي اين .باشد آن

 در .نامندمي است X شده مشاهده مقدار كه ،x با متناظر شده مشاهده بودن دارمعني

)( احتمال از عبارت مقدار اين واقع، xXP  درست صفر فرض كهمي هنگا است ≤
  .است

  

  
  مقدارها-Pنمودار براي تعريف : 4-6شكل 

  
 صورتبه مقابل فرض وقتي متناظراً،     

0

μ<μ بحراني ناحيه بحراني،ي هناحي و 
)( احتمال از عبارت ارمقد-P است، 3-6 شكل به مربوط xXP  كهمي هنگا است ≥

 مقابل فرض وقتي و است؛ درست صفر فرض
�

μ≠μ به مربوط بحراني،ي هناحي و 
)( از است عبارت مقدار-P است، 1-6 شكل xXP )( يا 2≤ xXP  نكهه ايب بسته 2≥

x يگيرنمونه توزيع چپ سمت دم يا راست سمت دم در x مجدداً اينجا در .بيفتد 
   .است درست صفر فرض كه شودمي فرض

  .است چنين مقدار-P كلي، حالت در      

 عبارت مقدار-P آزمون،ي هآمار يك زا شده مشاهده مقداري با متناظر .1-6تعريف 

  .كرد رد آن در را صفر فرض توانمي كه است بودن دارمعني سطح ترينپايين از

 تغييربي گام چهار از گام ليناو فرض، آزمون براي ديگر رهيافت اين با رابطه در      
  :آيدمي در زير صورتبه گام ميندو ماند،مي باقي
  .كنيد مشخص را آزموني هآمار :2′
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   صورت به گام سومين
  .كنيد تعيين ايهنمون هايداده از را متناظر مقدار-P و آزموني هآمار مقدار :3′
  :آيدمي در زير صورتبه گام چهارمين و
 فرض آن، برطبق و، است آن مساوي با α از كمتر مقدار-P اه آيك كنيد بررسي :4′

  .كنيد خودداري داوري از يا بپذيريد را آن وگرنه كنيد، رد را صفر

 انتخاب در بيشتري عمل آزادي كار اين با كرديم، نشان خاطر قبلاً كه طورهمان      
 مثلاً از استفاده آنها در كه هاييوضعيت تصور اام آيد،مي وجود به بودن دارمعني حسط
040 /=α 050 جايبه /=α، 0150 يا /=α 010 جايبه را /=α بدانيم، موجه 

 اجتناب بودن دلخواه از كامل ورطبه كه است غيرممكن واقعاً عمل، در .است دشوار
 از يك كدام كه كنيممي داوري ذهني طوربه تاحدي، لااقل ها،حالت اغلب در و كنيم،
050 /=α 010 يا /=α وقتي البته .است قبول قابل هايمخاطرهي هكنند منعكس 

 بسيار بودن دارمعني سطح از توانيممي بودن، عملي صورت در و است زياد مخاطره
010 از كوچكتر /=α كنيم استفاده.  

 ابتداي در كهمي چهارگا ها،فرض آزمون روش دو كه دريافت بايد حال، همه در      
 كه معناست بدان اين .اندمعادل اينجا، در شده توصيف چهارگام و اندشده داده بخش
 پذيرش صفر، فرض رد-نهايي تصميم كنيم،مي استفاده شرو كدام از اينكه از نظرصرف

 كار به است ترراحت كه را روشي عمل، در .است يكي - داوري از خودداري يا آن،
 بودن دسترس در آزمون،ي هآمار يگيرنمونه توزيع به است ممكن امر اين و بريم،مي

 به ( باشد داشته ستگيب مسأله ماهيت و كامپيوتري، افزارهاينرم يا آماري هايجدول
  )8-6 مثال به كنيد نگاه مثال، عنوان

 سطح انتخاب به مربوط مشكلاتي ههم از دهندمي ترجيح كه هستند آمارداناني      
 را α آنها ها،داده تحليل به خود نقش محدودكردن با .كنند احتراز بودن دارمعني

4 گام و كنندمين مشخص  ديگران از كه است پسنديده همواره البته، .كنندمي حذف را ′
 شود، گرفته ياوري α كردن مشخص و هافرض بنديفرمول در )مديريت يا محققان(

 دهند رقرا اشخاصي اختيار در را مقدارها-P كه دانست معقول توانمي زحمت به ولي
   .واگذارند آناني هعهد به را گيريتصميم و ندارند مناسب آماري كارورزي كه
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 شخص كه گيريد نظر در را آميزيوسوسه وضعيت مشكلات، كردن عمده براي      
 انتخاب كند، مقايسه α با را آن بايد كه مقداري -P ملاحظه از پس را α خواهدمي

0360 برابر مقدار -P آزمايشي در كه كنيد فرض مثلاً، .نمايد  اگر .شودمي محاسبه /
 وسوسه بنشانيم، كرسي به را خود حرف ترتيب نه ايب و باشيم صفر فرض رد به مايل
050 برابر را α كه شويممي  بپذيريم را صفر فرض كه باشيم مايل اگر كنيم؛ انتخاب /
010 كه شد خواهيم وسوسه بريم، پيش را خود حرف ترتيب نه ايب و /=α انتخاب را 

  .كنيم
 نيستيم، طياستنبا دنبال به حقيقتاً آن در كه ،هاداده اكتشافي تحليل در حال اين با     

 فرض مثلاً، .كرد استفاده شواهد قوت براي هايياندازه عنوان به مقدارها-P از توانمي
 براي مقدارهايي -P دانشمندان دارو، نوع دو با سرطان به مربوط تحقيقات در كه كنيد

07350 00210 و /  دستبه هاغدهي هانداز كاهش در داروها اين بودن مؤثر براي /
 داروي بودن مؤثر از حمايت در تريقوي شواهد كه دارد برآن اشاره نتيجه، اين .آورند

داروي اينكه، يا است، جودوم مدو رسدمي نظر به تركننده اميدوار« مدو«.  

  هاميانگين به مربوط هايآزمون  6-2

 3-6 بخش در و جامعه، يك ميانگين به مربوط هايآزمون ترينمتداول بخش اين در
   .دهيممي قرار بحث مورد را جامعه دو هايميانگيني هدربار متناظر هايآزمون
 دنبال واريانس تحليل مباحث در جامعه دو از بيش هايميانگين به مربوط هايآزمون

 كه فرض اين با اند،نرمال توزيعي هنظري بر مبتني فصل اين هايآزموني هكلي .شوندمي
 هايتقريب تا اندبزرگ كافي حد به يا اندشده گرفته نرمال هايهجامع از هانمونه يا

 اطلاعي داشتن به كه ها،آزمون اين براي ناپارامتري هايروش برخي باشند، موجه نرمال
 در ندارند، نيازي اندآمده تدسبه آن از هانمونه كه هاييجامعه يا جامعهي هدربار

  .شد دنبال خواهند ناپارامتري مباحث
 فـرض  كـه  بخواهيم كنيد فرض      

�

μ=μ مقابـل  هـاي فـرض  از يكـي  برابـر  در را 

�

μ≠μ، 
�

μ>μ، يا 
�

μ<μ ـ برمبناي   ايهجامع ـ از n يهازانـد  بـه  تـصادفي  ايهنمون

 بـراي  6-5 مثـال  در كه است آزموني نه اي البت .كنيم آزمون 2σ معلوم واريانس با نرمال
 هـاي فـرض  بـراي  بحرانـي  هايناحيه و گرفتيم نظر در درستنمايي نسبت روش تشريح
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 از اندعبارت متناظر مقابل
2αα ≥≥−≤ zzzzzz a   آنها در كه ،و،

.
n

x
z

σ
μ−= �  

ترين مقدارها براي سطح رايج خاطر نشان كرديم، 1-6طور كه در بخش همان      
050اند از دار بودن عبارتمعني 010 و / گونه كه خواننده در آمار و احتمال يك ، و آن/

  وαzظر ديده است مقادير متنا
2αz 6451اند از عبارت

5
// =

��

z ،332
1

// =
��

z ،
1961

25
// =

��

z ،5752
5

// =
���

z.  

 8 هايبسته وزن معيار انحراف كه دانيممي تجربه بنابر كه كنيد فرض .1-6مثال 

160 شوندمي تهيه پزيشيريني يك در كه هاييشيريني نان اونسي  براي .است اونس /
 تحقيق براي يعني، است، كنترل تحت خاصي روز در آن توليد اينكه يهدربار تحقيق
 هابسته از تايي25 ايهنمون است، اونس 8 هابسته واقعي ميانگين اينكه يهدربار

0918 آنها وزن ميانگين كه شودمي ملاحظه و انتخاب /=x چون .است اونس   
 فرض است، مشتري انزي به μ>8 وقتي و كندمي ضرر μ<8 وقتي پزيشيريني

010 بودن دارمعني سطح در μ≠8 مقابل فرض برابر در را μ=8صفر   .كنيد آزمون /
  .1 .حل

010

8

8

1

/
:

:
=α

⎩
⎨
⎧

≠μ
=μ

              

H

H
� 

5752 هرگاه كنيد رد را صفر فرض .2 /−≤z 5752 يا /≥z، آن در كه  

n

x
z

σ
μ−

= �  

0918 ادند قرار با .3 /=x، 8=μ، 160 /=σ 25 و=n، آوريممي دستبه 

842

25160

80918
/

//

/ =−=z  

842 چون .4 /=z 5752 از  است لازم و كرد رد بايد را صفر فرض است، بيشتر /
  .شود تنطيم مناسبي نحوبه وليدت فرآيند
   بوديم، كرده استفاده شده، توصيف 1-6 بخش در كه متفاوتي رهيافت از اگر      

P- 00460 مقدار    ،آورديممي دستبه را /
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00460 چون و 010 از كوچكتر /  .آورديم دستبه بالا در كه شدميهمان  نتيجه است، /
  قرار نرمال توزيع دم كدام در كه دارد x مقدار به بستگي بالا احتمال درون جهت(
≤α بحراني يهناحي كه شود توجه بايد .)گيردمي  zz فرض آزمون براي توانمي را 

 صفر
�

μ=μ يهساد مقابل فرض برابر در 
�

μ>μ=μ
1

 مركب فرض آزمون يا ،

�

μ≤μ مركب مقابل فرض برابر در 
�

μ>μ حالت در .برد كاربه ساده فرض يك لاو 
 در كه ببينيد، را 4-5 مثال( كنيممي آزمون 4-5 بخش نظير ساده مقابل فرض برابر در را
 احتمال ماكسيمم α م،دو حالت در و ،)كرديم مطالعه σ=1 ازايبه را آزمون اين آن

 .دشومي اختيار صفر فرض تحت كه است μ مقدار هر ازايبه Ι نوع خطاي ارتكاب
≥−α بحراني يهناحي مورد در مشابهي هاياستدلال البته zz رودمي كاربه.   
 لزوماً كه ايهجامع از n≤30 يهانداز به بزرگ تصادفي يهنمون يك با كه وقتي      

 حدمركزي يهقضي از توانيممي داريم سروكار دارد، متناهي واريانس ولي نيست نرمال
 كنيم، استفاده است رفته كاربه نرمال هايجامعه براي كه آزموني بردن كاربه توجيه براي

 آزمون، يهآمار يهمحاسب موقع در را آن مقدار توانيممي است نامعلوم 2σ وقتي حتي و

 ايهنمون بزرگ هايآزمون اين از ادهاستف يهنحو تشريح براي .كنيم تقريب 2s با

  .بگيريد نظر در را زير مثال ،تقريبي

 توليد معين ايهكارخان يهوسيل به كه لاستيك يهحلق 100 كه كنيد فرض .2-6مثال 

8192 متوسط طوربه شده  صفر فرض .اندكرده دوام مايل 1295 معيار انحراف با مايل /
22000=μ 22000 مقابل فرض برابر در را<μ 050 بودن دارمعني سطح در  آزمون /

  .كنيد
  .1 .حل

./
:

:
050

22000

22000

1

=α
⎩
⎨
⎧

<μ
=μ

   و              
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  آن در كه ،z≥−/6451 هرگاه كنيد رد را صفر فرض .2

.
n

x
z

σ
μ−

= �  

x، 22000=μ=21819 دادن قرار با .3
�

، 1295=s براي σ، 100 و=n دستبه   
  آوريممي

./401

1001295

2200021819 −=−=z  

 يعني كرد؛ رد توانمين را صفر فرض است، −/6451 از بزرگتر z=−/401 چون .4
 صفر فرض تحت كه خوبي همانبه هالاستيك ناي هك نيست دست در واقعي شواهد

  .نباشند است، شده بيان
 مقدار-P كرديم،مي استفاده 1-6 بخش در شده توصيف متفاوت رهيافت از اگر      

08080   آورديم،مي دستبه را /

08080419205041

1001295

2200021819

21819

///)/(

)
//

(

)(

=−=−<=

−<
σ

μ−
=

<=

ZP
n

X
P

XPP H

�

�

مقدار-

  

050 از كه  قبلاً كه است همان نتيجه داشت، انتظار توانمي كه طورهمان .است بيشتر /
  .كرد رد توانمين را صفر فرض يعني آمد، دستبه

 كرديم،مي بحث آن يهدربار كه آزموني از است، لومنامع 2σ و n>30 وقتي      
 از تصادفي هاينمونه براي كه ديديم 4-2 بخش در هذا،مع .كرد استفاده توانمين

  بر مبتني را متناظري آزمون درستنمايي نسبت تكنيك نرمال، هايجامعه

ns

x
t �

μ−
=  

 n−1 با t توزيع داراي كه ستا تصادفي متغير يك از مقداري كه دهدمي دستبه
 كردن آزمون براي α يهانداز به بحراني هايناحيه بنابراين، .است آزادي يهدرج

 صفر فرض
�

μ=μ مقابل فرض برابر در 
�

μ≠μ، 
�

μ>μ يا 
�

μ<μ ترتيببه 
 از اندعبارت

12 −α≥ ntt  و ،,
1−α−≤ ntt  در 1-6 بخش در كه تذكراتي كنيد توجه .,

 فرض با رابطه
�

μ>μ
1

 صفر، فرض آزمون و 
�

μ≤μ مقابل فرض برابر در 
�

μ>μ 
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  .انداعمال قابل نيز مورد اين در اند،شده داده
   داده ،t ايهنمون كوچك آزمون نام معمولاً آن به كه آزمون، اين تشريح براي      

  .بگيريد نظر در را مثال شود،مي

 گينميان داشتن مفتول، معيني نوع لازم مشخصات از يكي كه فرض كنيد .3-6 مثال

 از تصادف به كه مفتولي قطعه پنج كنيد فرض و باشد، پوند 185 شكنندگي قدرت
3178 ،  /8191 ،   ،/6171 شكنندگي قدرت داراي اند،شده انتخاب مختلف هايحلقه / 

 ، 9184 /  1189  در μ>185 مقابل فرض برابر در را μ=185 صفر فرض باشند، /
050 بودن دارمعني سطح   .كنيد آزمون /
  .1 .حل

./
:

050

185

185

1

=α
⎩
⎨
⎧

<μ
=μ

   و            

  :

    

   

H

H
� 

1322 هرگاه كنيد رد را صفر فرض .2 /−≤t، آن در كه t محاسبه بالا فرمول كمك به 
1322 و شودمي  مقدار /

4050 ,/t است.  
1183 مقادير و محاسبه را معيار انحراف و ميانگين ابتدا .3 /=x 28 و /=s دستبه را 

μ=185 با همراه قاديرم اين دادن قرار با صورت اين در .آوريممي
�

 در n=5 و 
  مقدار ،t به مربوط فرمول

490

528

1851183

/
/

/ −=−=t  

  .آوريممي دستبه را
490 چون .4 /−=t 1322 از بزرگتر  از اگر .كرد رد توانمين را  صفرفرض است، −/

 استخراج آن از هانمونه كه مفتول هايحلقه كه بگيريم نتيجه و رويم فراتر مرحله اين
 نامعلوم يهمخاطر معرض در صورت اين در البته دارند، را مطلوب مشخصات اند،شده

  .گرفت خواهيم قرار ΙΙ نوع خطاي ارتكاب

   انگينمي دو تفاضل به مربوط هايآزمون  6-3

 يهدربـار  هـايي فـرض  بـه  آنهـا  در كه موجودند متعددي ئلامس كاربردي، تحقيقات در
 كـه  بخـواهيم  اسـت  ممكـن  مثـال،  براي .منديمعلاقه جامعه دو ميانگين دو بين تفاضل
 همـان  به را معيني كار توانندمي مردان اي آ هك بگيريم تصميم مناسب هايينمونه برمبناي
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 ـ برمبناي بخواهيم است ممكن يا نه، يا دهند انجام زنان سرعت  مناسـبي  جـامع  يهنمون
   از شـهر  يـك  هـاي خـانواده  هفتگـي  خوردوخـوراك  هـاي هزينـه  اي آ هك بگيريم تصميم
 يـا  است بيشتر تومان 500 يهانداز به حداقل ديگري شهر هايخانواده مشابه هايهزينه

  .نه
 هاياندازه به مستقلي تصادفي هاينمونه با كه كنيد فرض      

1
n و 

2
n يهجامع دو از 

2 هايواريانس با نرمال

1
σ 2 و

2
σ صـفر  فرض خواهيممي و داريم سروكار δ=μ−μ

21
 

δ≠μ−μ مقابـل  هـاي فرض از يكي برابر در است، مفروضي ثابت δ آن در كه را،
21

، 
δ>μ−μ

21
δ<μ−μ يا ،

21
 بـه  درسـتنمايي،  نـسبت  روش بردن كاربه با .كنيم آزمون 

 بر مبتني آزمون
21

xx  كـه  گيريممي جهتين ،3-2 تمرين به مراجعه با و رسيد، خواهيم −
 صورت به توانمي را مربوط بحراني هايناحيه

2α≥ zz، αα ≥−≤ zzzz  نوشت،   و  
  آنها در كه

.

2

2

2

1

2

1

21

nn

xx
z

σσ +

δ−−
=

  

 كه داريم سروكار نامعلوم هايواريانس با هاييجامعه از تصادفي هاينمونه با وقتي      
 تصادفي هاينمونه ي اندازهكه مادام توانيم،مي هم هنوز باشند،ن نرمال است ممكن حتي

 در كه آزموني از جست، توسل حدمركزي يهقضي به بتوان كه باشند بزرگ يقدر به
 با كرديم توصيف بالا

1
s جايبه 

1
σ، و 

2
s جايبه 

2
σ كنيم استفاده.  

 نوعي نيكوتين محتواي متوسط اي آهك كنند تعيين تا شودمي انجام آزمايشي .4-6 مثال

200 يهانداز به ديگري نوع سيگار نيكوتين محتواي متوسط از سيگار  بيشتر گرمميلي /
50 اگر .خير يا است

1
=n نوع سيگار 612 رايدا لاو

1
/=x معيار انحراف و گرمميلي 

120
1

/=s 40 و گرمميلي
2

=n نوع از سيگار 382 داراي مدو
2

/=x و گرمميلي 
140 معيار انحراف

2
/=s 200 صفر فرض باشند، گرمميلي

21
/=μ−μ فرض برابر در ار 

200 مقابل
21

/≠μ−μ 050 بودن دارمعني سطح در    را تصميم مبناي .كنيد آزمون /
P-دهيد قرار مناسبي يهآمار مقدار با متناظر مقدار.  
  .1 .حل
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./
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200

200

211

21 =α
⎩
⎨
⎧

≠μ−μ
=μ−μ

     و             
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  آن در كه كنيد استفاده z آزمون يهآمار از .2′ 

.

2

2

2

1

2

1

21

nn

xx
z

σσ +

δ−−
=  

3 612 دادن قرار با :′
1

/=x، 382
2

/=x، 200 /=δ، 120 و
1

/=s جايبه 
1

σ، 
140

2
/=s، جايبه 

2
σ، 50

1
=n، 50 و

2
=n آوريممي دستبه فرمول، اين در 

./
///

)/()/(
081

200382612

40

140

50

120
22

=
+

−−=z  

P-ــدار ــورد مق ــر م ــارت نظ ــت عب 2802035990500002 از اس /)//( ــه ،−=  آن در ك
35990   .است z=/081 براي 3 جدول يهدراي /
4 28020 چون :′ 050 از /  صـفر  فرض يا كرد؛ رد توانمين را صفر فرض است بيشتر /
230382612 بين تفاضل كه گوييممي يا پذيريممي را /// 200 و −=  .نيـست  دارمعني /

  .كرد منسوب شانس به توانمي را تفاضل كه است معني بدان اين

 وقتي     
1

n و 
2

n و كوچك 
1

σ و 
2

σ قابل بود، بحث مورد كه آزموني باشند، نامعلوم 
 كه نرمال يهجامع دو از مستقل تصادفي هاينمونه براي حال، اين با .نيست تفادهاس

   بر مبتني آزموني درستنمايي، نسبت تكنيك هستند، 2σ نامعلوم مشترك واريانس داراي

21

11

21

nnps

xx
t

+

δ−−
=  

   آن در كه دهدمي دستبه

.
)()(

2

11

21

2

22

2

112

−+
−+−

=
nn

snsn
sp  

δ=μ−μ صفر فرض و شده داده مفروضات تحت كه دانيممي 3-4 شبخ از      
21

، 
 با t توزيع داراي كه است تصادفي متغير يك از مقداري ،t براي بالا عبارت

2
21

−+ nn يهانداز به اسبمن بحراني يهناحي بنابراين .است آزادي يهدرج α براي 
δ=μ−μ صفر فرض آزمون

21
δ≠μ−μ مقابل فرض برابر در 

21
، δ>μ−μ

21
 يا ،

δ<μ−μ
21

 :از اندعبارت ترتيببه اندشده داده كه مفروضاتي تحت 
22

21
−+α≥ nntt ,، 
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22
21

−+α≥ nntt ,، 
22

21
−+α−≤ nntt  مثال ،ايهنمون دو يt آزمون اين تشريح براي .,

   .بگيريد نظر در را زير

 يابدميدر كنندهمصرف از حمايت يهمؤسس يك رنگ، نوع دو يهمقايس در .5-6 مثال

 انحراف با را مربع فوت 512 توسطم طوربه رنگ نوع يك از گالني يك قوطي چهار كه
 نوعي از گالني يك قوطي چهار كه حالي در كند،مي آميزي رنگ مربع فوت 31 معيار
   زيآميرنگ مربع فوت 26 معيار انحراف با را مربع فوت 492 متوسط طوربه ديگر

 دارند برابر هايواريانس و اندنرمال يگيرنمونه مورد يهجامع دو اينكه فرض با .كندمي
0 صفر فرض

21
=μ−μ 0 مقابل فرض برابر در را

21
>μ−μ بودن دارمعني سطح در 

050   .كنيد آزمون /
   .1. حل

./
:

:
050

0

0

211

21 =α
⎩
⎨
⎧

>μ−μ
=μ−μ

       و           

   

 

    

    

H

H
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 بالا در شده داده فرمول مطابق t آن در كه ،t≤/9431 هرگاه كنيد رد را صفر فرض .2
 مقدار /9431 و شودمي محاسبه

6050 ,/t است.  
  مقدار ،ps يهمحاسب با ابتدا .3

60928

144

263313
22

/
)()( =

−+
+=ps  

546 با همراه آن مقدار جايگذاري با سپس و آوريممي دستبه را
1

=x، 492
2

=x، 
0=δ، 4 و

21
== nn فرمول در t، آوريممي دستبه 

./
/

672

60928

492546

4

1

4

1

=
+

−=t  

672 چون .4  كه گيريممي نتيجه ،كرد رد بايد را صفر فرض است، بيشتر /9431 از /
  .پوشاندمي م،دو رنگ با مقايسه در را بيشتري مساحت لاو نوع رنگ متوسط طوربه

 مثال، اين در كه كنيد توجه       
21

nn 2 به مربوط فرمول كه طوريبه ،=

ps صورت به  

)( 2

2

2

1

2

2

1

sssp +=  

  .شودمي محاسبات در تسهيل موجب فرمول، اين از استفاده .آيدمي در
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 اين در مقدار-P ،مناسبي كامپيوتري افزارنرم از استفاده با كه داد نشان توانمي      
01850 برابر مثال  اگر .آمد دستبه بالا در كه شودمي همان البته، نتيجه، و آيد،مي در /

 موجود امكان چندين نباشد، موجه نوع، اين از ايهمسأل در هاواريانس برابري فرض
 و نمونه دو در حاصل مقادير تصادفي كردن زوج از عبارت ساده نسبتاً روش يك .است
 يهانداز به تصادفي يهنمون يك عنوانبه آنها تفاضل تلقي سپس

1
n يا 

2
n، هب بسته 

 داراي صفر فرض تحت كه است نرمال يهجامع يك از باشد، كوچكتر كدام نكهاي
 به مقابل فرض برابر در را صفر فرض اين ما صورت اين در .است δ=μ ميانگين

 انتخاب براي خوبي دليل اين، .كنيممي آزمون 2-6 بخش هايروش كمك
21

nn = 
 وقتي حالت اين رجوع و رفع براي ديگري بديل هايروش ولي است،

21
nn ≠، 

 در آن براي مرجعي كه است سترتويت - اسميت آزمون اينها، از يكي - موجودند
  .است شده داده كتاب پايان مراجع

 و اند،مستقل كه مايهكرد محدود تصادفي هاينمونه به را خود ثحب اينجا تا       
 برمبناي تصميم اتخاذ در مثلاً توانندمين مايهكرد معرفي بخش اين در كه هاييروش
 اي آهاينك يا است، مؤثر واقعاً معيني غذايي رژيم اينكه يهدربار »بعد و قبل« هايوزن

 دارمعني واقعاً آنها زنان و شوهران هوشي يهبهر ميانگين ينب شده مشاهده اختلاف
 هاداده زيرا نيستند مستقل هانمونه بالا، مثال دو هر در .باشند استفادهمورد  نه، يا است

 قبل بند مانند كه است آن مسأله نوع اين رجوع و رفع معمول راه .اندشده زوج واقع در
 .نماييم توجه شده زوج مشاهدات يا هاگيرياندازه بين هايتفاضل به يعني كنيم، عمل
 صفر فرض آزمون براي بخش همين در كه آزموني از توانيممي باشد، بزرگ n اگر
δ=μ−μ

21
 اينكه بر مشروط كنيم، استفاده شد، توصيف مناسبي فرض برابر در 

   .كرد تلقي نرمال يهجامع يك از تصادفي ايهنمون عنوانبه بتوان را هاتفاضل
  )16-6 و 15-6 هايتمرين(

  تمرين

 با نرمال يهجامع يك از n يهانداز به تصادفي ايهنمون بودن مفروض با .6-1

 صفر فرض كه دهيد نشان ،2σ معلوم واريانس
0

μ=μ، مقابل فرض بربرا در 
0

μ≠μ 
  .كرد آزمون دوخي توزيع بر مبتني ايهطرفيك ملاك از استفاده با توانمي را
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 واريانس با نرمال يهجامع يك از تصادفي ايهنمون از بخواهيم كه كنيد فرض .6-2

 صفر فرض آزمون براي 2σ معلوم
0

μ=μ مقابل فرض برابر در 
1

μ=μ، آن در كه 

01
μ>μ، نوع خطاهاي هاياحتمال و Ι نوع و ΙΙ يهشد تعيين پيش از مقادير داراي 
α و β زير عبارت با نياز مورد يهنمون يهانداز كه دهيد نشان .يمكن استفاده هستند 

  .شودمي داده

.
)(

)(
2

01

22

μ−μ

+σ
= βα zz

n  

 از n يهانداز به مستقل تصادفي هاينمونه از استفاده با بخواهيم كه كنيد فرض .6-3

2 معلوم هايواريانس با نرمال يهجامع دو

1
σ 2 و

2
σ صفر فرض آزمون براي 

δ=μ−μ
21

δ′=μ−μ مقابل فرض برابر در 
21

 خطاهاي هاياحتمال اگر .كنيم استفاده 
 يهانداز كه دهيد نشان باشند، β و α يهشد تعيين پيش از مقادير داراي ΙΙ و Ι نوع
  .شودمي داده زير عبارت با نياز مورد يهنمون

.
)(

))((
2

22

2

2

1

δ′−δ

+σ+σ
= βα zz

n  

9 وقتي را نمونه نياز مورد يهانداز قبل، تمرين به رجوع با .6-4
1

=σ، 13
2

=σ، 

80=δ، 86=δ′، 010 /=α، 010 و /=β كنيد پيدا.  
050 بودن دارمعني سطح در را صفري فرض بايد معين، هاييداده برمبناي .6-5  رد /

   در صفر فرض اين آيا .كرد
010 بودن دارمعني سطح )الف /،   
100 بودن دارمعني سطح )ب /،  
  شود؟مي رد
03160 آزمون يهآمار با متناظر مقدار-P معين، فرضي آزمون در .6-6    آيا .است /

  در را صفر فرض توانمي
010 بودن دارمعني سطح )الف /،   
050 بودن دارمعني سطح )ب /،   
100 بودن دارمعني سطح )ج /،  
  كرد؟ رد
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 آموزاندانش خواندن، در فهم قدرت امتحان يك در متداول قراردادهاي مطابق .6-7

384 يهنمر متوسط طوربه بايد هشتم كلاس 68 معيار انحراف با /  45 اگر .بياورند /
 متوسط طوربه اندشده انتخاب تصادف به كه معيني يهناحي هشتم كلاس آموزدانش

587 يهنمر 384 صفر فرض كرده استفاده 1-6 بخش گام چهار از بياورند، / /=μ 
384 مقابل فرض برابر در را />μ 010 بودن دارمعني سطح در   .كنيد آزمون /
 براي لازم زمان واقعي ميانگين اي آهك بداند خواهدمي كارخانه يك حفاظت بخش .6-8

 يك در اگر .نه يا است دقيقه 30 دهد، انجام را خود معمول گشت شب، نگهبان اينكه
830 در متوسط طوربه را خود هرگشت شب نگهبان گشت، 32 از يتصادف يهنمون / 

 براي كافي شواهد اي آهك كنيد معين باشد، داده انجام دقيقه /51 معيار انحراف با دقيقه
 گام چهار از .نه يا دارد وجود μ≠30 مقابل فرض نفع به دقيقه μ=30 صفر فرض رد

010 بودن دارمعني سطح و 1-6 بخش   .كنيد استفاده /
 آزمايشي صورت به كه بار 12 در .است شده طراحي جديداً موتوري قايق يك .6-9

633 در را دور ره متوسط طور به است، شده رانده خاص سيري خط در  با ثانيه /
32 معيار انحراف  يك عنوانبه هاداده اين تلقي اينكه فرض با .است پيموده ثانيه /

 كرده استفاده 1-6 بخش گام چهار از باشد، موجه نرمال ايهجامع از تصادفي يهنمون
050 بودن دارمعني سطح در μ>35 مقابل فرض ابربر در μ=35 صفر فرض / 
  .كنيد آزمون

514 اعداد خاص، نوعي سيگار قطران محتواي از گيرياندازه پنج از .6-10 /، 214 /، 

414 /، 314 /، 614  ها،داده اينكه فرض با .است شده حاصل سيگار هر در گرمميلي /
 نشان كرده استفاده 1-6 بخش گام چهار از باشند، نرمال يهجامع از تصادفي ايهنمون
050 بودن دارمعني سطح در كه دهيد 014 صفر فرض بايد / /=μ فرض نفع به را 
014 مقابل /=μ كرد رد.  

 و هابيمه اجرايي مديران كه ماه هر در ناهار هايضيافت تعداد از ايهمطالع با .6-11

 هايينمونه برمبناي شود، گذاشته كار محل حساب به بايد آن يههزين اندمدعي هابانك
   زير نتايج و شده انجام تصادفي،

120850

911940

222

111

//

//

===
===

sxn

sxn
  



  2 آمار و احتمال     162

050 بودن دارمعني سطح و 1-6 بخش گام چهار از  صفر فرض كرده استفاده /
0

21
=μ−μ 0 مقابل فرض برابر در را

21
≠μ−μ كنيد آزمون.  

 بعد سال20 دوباره و معين سالي در بزرگ استاني در كه جامعي هاييگيرنمونه .6-12

253 ساله ده پسر 400 متوسط قد ابتدا در كه است داده نشان شده، انجام  با اينچ /
42 معيار نحرافا  ساله ده پسر 500 متوسط قد بعد سال 20 كه حالي در بوده اينچ /

554 52 معيار انحراف با اينچ /  استفاده 1-6 بخش گام چهار از .است بوده اينچ /
050 بودن دارمعني سطح در كرده 50 صفر فرض ،/

21
/−=μ−μ فرض برابر در را 

50 مقابل
21

/−<μ−μ كنيد آزمون.  
 داراي توانمي را آرام اقيانوس جنوب جزيره دو يهسكن اي آهاينك از اطلاع براي .6-13

 ذكور فرد شش ايهجمجم هايشاخص شناسانسان يك كرد، تلقي يكساني نژادي تبار
477 مقادير كرده، تعيين جزيره هر از را بالغ

1
/=x، 272

2
/=x، معيارهاي انحراف و 

33 متناظر
1

/=s، 12
2

/=s سطح و 1-6 بخش گام چهار از .آوردمي دستبه را   
010 بودن دارمعني  را ايهنمون ميانگين دو بين تفاضل اي آهك كنيد تحقيق كرده استفاده /

 داراي و نرمال هاجامعه كه كنيد فرض دانست؟ تصادف معلول موجه ايهگونبه توانمي
  .انديكسان هايواريانس

 خاصي نوع بر را نوع هر از سپر شش اتومبيل، سپر نوع دو يهمقايس براي .6-14

 يك به سرعت در مايل 5 سرعت با خودرو هر سپس .كنندمي نصب كوچك خودرو
   نشان )دلار برحسب( را تعمير هايهزينه رزي اعداد و شود،مي كوبيده بتوني ديوار

  :دهندمي
 1:127168143165122139سپر

  2:154135132171153149سپر

010 بودن دارمعني سطح در كرده استفاده 1-6 بخش گام چهار از  اي آهك كنيد آزمون /
 .خير يا است دارمعني هانمونه اين هايميانگين بين تفاضل

 كاهش در معيني ورزشي هايتمرين بودن مؤثر در تحقيق براي ايهمطالع رد .6-15

 زير نتايج و اندبوده هاورزش اين مشغول ماه يك مدت به نفر 16 از مركب گروه وزن،
050بودن  داراز سطح معني. است آمده دستبه 0 استفاده كرده فرض صفر /

21
=μ−μ 
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0را در برابر فرض مقابل 

21
>μ−μدهيد كه آيا  ترتيب نظر  آزمون كنيد، و به اين

  .اند، يا خيرها در كاهش وزن مؤثر بودهتمرين
  

  وزن قبلي  وزن بعد از ورزش  وزن قبلي  وزن بعد از ورزش

198  211  166  172  

198  180  154  155  

172  171  181  185  

209  214  164  167  

179  182  201  203  

192  194  175  181  

161  160  233  245  

182  182  142  146  

  

 انساني نيروي متوسط هفتگي وقت اتلاف از ايهيكسال يهدور در زير هايداده .6-16

 نشد گذاشته اجرا يهمرحل به از »بعد و قبل« كارخانه، 12 در كاري تصادفات از ناشي
  :اندشده گردآوري خاصي ايمني يهبرنام

4536736046441241193335    و   ،و ،و ،و ،و
57518377342926241711    و   ، و ،و ،و ،و

050 بودن دارمعني سطح از ،1-6 بخش گام چهار از  اي آهك كنيد آزمون كرده استفاده /
  .خير يا است مؤثر ايمني يهبرنام

  هاواريانس يهدربار هاييآزمون  6-4

 دسـت  در هـا جامعـه  هايواريانس به مربوط هاييفرض آزمون اهميت در متعدد ليدلاي
 بـرد؛  نـام  زيـر  موارد از توانمي شود،مي مربوط مستقيم كاربردهاي به كه آنجا تا .است

   كـه  اسـت  لازم باشـد  دقيقـي  مشخـصات  واجـد  بايـد  محـصولاتش  كـه  ايهتوليدكنند
 بخواهد است ممكن معلم يك دهد، انجام محصولاتش تغييرپذيري يهدربار هاييآزمون

 آمادگي از تواندمي كه تغييرپذيريي يهدربار معيني هايحكم اي آ هك شود آگاه امر اين از
 بخواهـد  اسـت  ممكـن  داروسـاز  يك و نه، يا انددرست باشد داشته انتظار آموزاندانش
 تـا  .نـه  يـا  اسـت  بولق قابل حدود در دارو يك بخشي تأثير در تغيير ميزان اي آ هك بداند
 مربـوط  هـاي آزمون كه گفت توانمي شود،مي مربوط غيرمستقيم كاربردهاي به كه آنجا
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 مـثلاً،  .هـستند  پارامتر ساير به مربوط هايآزمون براي نيازهاييپيش اغلب هاواريانس به
 جامعـه  دو كـه  تاس ـ آن مستلزم شد، توصيف قبل بخش در كه ايهنمون دو يt آزمون

 باشـد،  لازم است ممكن كه است آن معني به اين عمل در و باشند داشته برابر واريانس
  .كنيم تحقيق هاميانگين يهدربار هاييآزمون انجام از قبل را فرض اين بودن معقول

 صـفر  فرض اين از آزموني شامل كرد خواهيم مطالعه بخش اين در كه هاييآزمون      
 نـسبت  آزمون شامل و است، مفروضي ثابت برابر نرمال يهجامع يك انسواري كه است

   .است نرمال يهجامع دو هايواريانس برابري درستنمايي
 اسـتخراج  نرمـال  يهجامع ـ يـك  از n يهانداز به تصادفي ايهنمون اينكه فرض با       

22 صـفر  فـرض  خواهيممي است، شده

�

σ=σ مقابـل  هـاي فـرض  از يكـي  برابـر  در را 
22

�

σ≠σ، 22

�

σ<σ 22 يا

�

σ>σ و 4-2 بخـش  از خواننـده  كـه  گونهآن و كنيم، آزمون 

 اريـانس و مقدار ،2s برمبناي آزموني به منجر نتيجه دارد ياد به درستنمايي نسبت روش
 در صـفر  فـرض  اين آزمون براي بحراني هايناحيه توانيممي بنابراين .شودمي ،ايهنمون

2 صورتبه را طرفهيك مقابل فرض دو برابر

1

2

−αχ≥χ n, 2 و

11

2

−α−χ≤χ n, كه بنويسيم 
  آن در

.
)(
2

2

2 1

�

σ

−=χ sn  

      كه كنيممي رد صورتي در را صفر رضف طرفه، دو مقابل فرض مورد در اام 
2

1

2

−αχ≥χ n 2 يا

11

2

−α−χ≤χ n، برابر بحراني هايناحيه يهكلي يهانداز البته و α 
  .است

 بحراني بعد رفته كاربه هادي نيمه يك در كه ايهقطع ضخامت كنيد فرض .6-6 مثال

 يهقطع 18 از تصادفي يهنمون يك هايضخامت به مربوط هايگيرياندازه و است آن

680 واريانس داراي الذكرفوق
2 /=s اينچ هزارم يك برحسب هااندازه آن در كه هستند 

 هاضخامت تغييرپذيري كه صورتي در كنندمي تلقي كنترل تحت را فرآيند .است
360 از نابيشتر واريانسي  يهنمون يك تشكيل هاگيرياندازه اينكه فرض با .باشد داشته /

360 صفر فرض بدهند، را نرمالي يهجامع از تصادفي
2 /=σ مقابل فرض برابر در را 
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360
2 />σ 050 سطح در /=α كنيد آزمون.  

  .1حل

./
/:

/:
050

360

360

2

1

2

=α
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>σ

=σ
        و           

      

      

H

H
�  

58727 هرگاه كنيد رد را صفر فرض .2
2 /≥χ، آن در كه  

.
)(
2

2

2 1

�

σ

−=χ sn  

58727 و 2 مقدار /

17050 ,/χ است.  

680 دادن قرار با .3
2 /=s، 360

2 /=σ
�

 آوريممي دستهب ،n=18 و ،

./
/

)/(
1132

360

680172 ==χ  

1132 چون .4
2 /=χ 58727 از   فرايند و كرد رد بايد را صفر فرض است، بزرگتر /

  .كرد تنظيم را قطعات ساختن در رفته كاربه 

010 برابر پيشين مثال در α اگر كه كنيد توجه        رد شدمين را صفر فرض بود، /

1132 زيرا كرد،
2 /=χ 40933 از

2

17010
/,/ =χ كه است آن براي تذكر اين .نيست بيشتر 

 از كه طوريبه شود، انجام پيشاپيش بايد همواره كه است كاري α انتخاب عمل
 دور به برآورد، را ما منظور كه بودن دارمعني سطح رايب مقداري انتخاب يهوسوس
  .باشيم

 هايواريانس برابري آزمون براي درستنمايي نسبت يهآمار كه دهد نشان خواننده      
 مفروض با .كرد بيان ايهنمون واريانس دو نسبت برحسب توانمي را نرمال يهجامع دو

 يهااندازه به مستقل تصادفي هاينمونه بودن
1

n و 
2

n با نرمال يهجامع دو از 

2 هايواريانس

1
σ 2 و

2
σ، با متناظر بحراني هايناحيه كه يابيمميدر 15-2 يهقضي از 

2 صفر فرض آزمون براي α يهانداز
2

2

1
σ=σ يهيكطرف مقابل هايفرض برابر در 

2

2

2

1
σ>σ 2 يا

2

2

1
σ<σ از اندعبارت ترتيببه  

112

1

2

2

112

2

2

1

1221
−−α−−α ≥≥ nnnn f

s

s
f

s

s
,,,, ,      
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 آن در كه
11

21
−−α nnf  و ,,

11
12
−−α nnf  بحراني يهناحي .اندهشد تعريف 6-2 بخش در ,,

2 يهطرف دو مقابل فرض برابر در صفر فرض اين مونآز براي مناسب

2

2

1
σ≠σ عبارت 

2اگر  از است

2

2

1
ss ≥،  

 ,,, 112

2

2

1

21
−−α≥ nnf

s

s  

2 اگر و

2

2

1
ss <، 

  .,, 112

1

2

2

12
−−α≥ nnf

s

s  

  است F توزيع راست سمت دم بر مبتني كاملاً آزمون ناي هك كنيد توجه      
 F توزيع داراي X تصادفي متغير اگر كه واقعيت بنابراين يعني است، شده پذيرامكان 

 با
1

v و 
2

v آنگاه باشد، آزادي يهدرج 
X

 با F وزيعت داراي 1
1

v و 
2

v آزادي يهدرج 

  .بود خواهد

 زير نتايج ساختماني، فولاد نوع دو كشش يهقو تغييرپذيري يهمقايس در .7-6 مثال

13 :اندآمده دستبه آزمايش يك طي
1

=n، 219
2

1
/=s، 16

2
=n، 53 و

2

2
/=s، در كه 

 هاگيرياندازه اينكه فرض با .است مربع اينچ هر بر پوند 1000 گيرياندازه واحد آنها

2 صفر فرض بدهند، را نرمال يهجامع دو از مستقلي تصادفي هاينمونه تشكيل
2

2

1
σ=σ 

2 مقابل هايفرض برابر در را

2

2

1
σ≠σ 020 بودن دارمعني سطح در   .كنيد آزمون /

  .1. حل

./020

2

2

2

11

2

2

2

1 =α
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

σ≠σ

σ=σ
        و           

     : 

     :

H

H
�  

2 چون .2

2

2

1
ss 673 هرگاه كنيد رد را صفر فرض ،≤

2

2

2

1 /≥
s

s 673 آن در كه  ارمقد /

1512010 ,,/f است.  

219 دادن قرار با .3
2

1
/=s 53 و

2

2
/=s، آوريممي دستبه 
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./
/
/

495

53

219

2

2

2

1 ==
s

s  

495 چون .4 /=f 673 از  گيريممي نتيجه كرد؛ رد بايد را صفر فرض است، بيشتر /
  .نيست يكسان فولاد نوع دو كشش يهقو ذيريتغييرپ كه

  تمرين

 يهدرج مقدار ،v وقتي توانمي را دوخي توزيع كه واقعيت اين از استفاده با .6-17

 از بزرگ هاينمونه براي كه دهيد نشان كرد، تقريب نرمال توزيع با باشد بزرگ آزادي،
  نرمال هايجامعه

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
+σ≥ α

1

2

1
2

0

2

n
zs  

2 صفر فرض آزمون براي α يهانداز به تقريبي بحراني يهناحي يك
0

2 σ=σ برابر در 

2 مقابل فرض
0

2 σ>σ اين كردن آزمون براي را متناظر بحراني هايناحيه همچنين .است 

2 مقابل فرض برابر در صفر فرض
0

2 σ<σ 2 و

0

2 σ≠σ كنيد بنا.  
00860 معيار انحراف داراي آهن يهويژ دماي گيرياندازه بار نه .6-18  با .است /

 صفر فرض دهند، تشكيل نرمال ايهجامع از تصادفي ايهنمون هااندازه ناي هاينك فرض
01000 /=σ 01000 مقابل فرض ربراب در را /<σ 050 بودن دارمعني سطح در  آزمون /
  .كنيد

 سن در آنگوسبلك نژاد از نر يهگوسال 24 هايوزن تصادفي، يهنمون يك در .6-19

 تشكيل هاوزن ناي هنكاي فرض با .است بوده پوند 238 معيار انحراف داراي معيني
 فرض برابر در را پوند σ=250 صفر فرض باشند، نرمال ايهجامع از تصادفي ايهنمون

010 بودن دارمعني سطح در پوند σ≠250 يهطرف دو مقابل   .كنيد آزمون /
 به دادن جواب براي زن 30 كه انيزم مدت براي تصادفي، يهنمون يك در .6-20

532 مقدار كردند، صرف رانندگي نامهآيين امتحان سؤالات /=s فرض .آمد دستبه 
852 صفر /=σ 852 مقابل فرض برابر در را /<σ 050 بودن دارمعني سطح در / 

  .كنيد آزمون
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   معيار انحراف كه دهندمي نشان قبل، هايآزمايش از حاصل هايداده .6-21

410 شده، انجام فلزي هايورقه نگاَ از خبره بازرسان يوسيله به هاييگيرياندازه / 
490 معيار انحراف با را اَنگ 50 جديدي، بازرس اگر .است مربع اينچ    مربع نچاي /

2 صفر فرض آزمون اينكه برمبناي كند، گيرياندازه
0

2 σ=σ يهآمار با توانمي را   

),(~)( 10121

0

Nn
S −⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
σ

  

410 فرض آزمود، /=σ 410 مقابل فرض برابر در را />σ ودنب دارمعني سطح در 
050   .خير يا كرد رد /

0 رصف فرض ،5-6 مثال به رجوع با .6-22
21

=σ−σ مقابل فرض برابر در را 

0

21
>σ−σ 050 بودن دارمعني سطح در   .كنيد آزمون /

100 بودن دارمعني سطح در ،13-6 تمرين به رجوع با .6-23  اي آهك كنيد آزمون /

  .خير يا است موجه يگيرنمونه مورد يهجامع دو هايواريانس تساوي فرض
020 بودن دارمعني سطح در ،14-6 تمرين به رجوع با .6-24  اي آهك كنيد آزمون /

  .خير يا است موجه يگيرنمونه مورد يهجامع دو هايواريانس تساوي فرض

   هانسبت به مربوط هاييآزمون  6-5

   دسـت بـه  گيـري رأي يـك  در كانديـدايي  كـه  باشد ييهارأي تعداد آزمايشي برآمد اگر
 كودكـان  تعـداد  اسـت،  موجـود  پارچـه  قواره يك در كه باشد هاييعيب تعداد آورد،مي

 .نـاميم مـي  ارشيشم هايداده را هاداده اين ،... باشد، مفروضي روز در مدرسه از غايب

 پواسـون،  توزيـع  ،ايهدوجمل ـ توزيـع  شمارشي، هايداده تحليل براي مناسب هايمدل
 احتمال و آمار درس در كه ديگرند يهگسست هايتوزيع از برخي و ،ايهچندجمل توزيع

 هـاي داده بـر  مبتنـي  هايآزمون ترينمعمول از يكي ما بخش اين در .كرديم مطالعه يك
 بـه  .دهـيم مـي  ارائـه  را ايهدوجمل ـ توزيع يθ پارامتر يهدربار زمونيآ يعني شمارشي،

 نسبت كه كنيم آزمون را فرض اين است ممكن تصادفي، ايهنمون مبناي بر مثال، عنوان
900 خاصي بيماري از يافتگان بهبود واقعي  ضـايعات  واقعـي  نـسبت  اينكـه  يـا  اسـت  /
020 توليد خط يك در حاصل    .است /

 بحراني يهناحي تواناترين كه دهد نشان تا شد خواسته خواننده از 10-5 تمرين در      
 صفر فرض آزمون براي

�

θ=θ مقابل فرض برابر در 
�

θ<θ=θ
1

 پارامتر θ آن در كه ،
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 .اسـت  مبتنـي  آزمـايش،  n در »هاموفقيت« تعداد ،X مقدار بر است، ايهدوجمل وزيعت
 بـر  مبتنـي  هاييآزمون هم باز درستنمايي نسبت روش اند،مركب مقابل هايفرض وقتي
 خـاص  لـت حا براي 22-5 تمرين در كه طورهمان( را هاموفقيت يهشد مشاهده تعداد

2

1=θ
�

 صـفر  فرض بخواهيم اگر واقع در .دهدمي دستبه )ديديم 
�

θ=θ برابـر  در را 
يهطرف يك مقابل فرض

�

θ>θ يهانـداز  به بحراني يهناحي كنيم، آزمون α مـلاك  از 
  از ستا عبارت درستنمايي نسبت

α≥ kx  
  آن براي كه است صحيحي عدد كوچكترين αk آن در كه

α≤θ∑
α=

),;(
ky

nyb
�

  

);,( و
�

θnyb آوردن دستبه احتمال y در موفقيت n وقتي است برنولي آزمايش 

�

θ=θ. تا آيند،مي زير در كه بحرانيي هايناحيه نيز و بحراني، يهناحي اين يهانداز 
  .شوند بيشتر آن از آنكه بدون اندنزديك α به امكان سرحد
 صفر فرض آزمون براي متناظر بحراني يهناحي      

�

θ=θ ابلمق فرض برابر در  
 يهطرفيك 

�

θ<θ از است عبارت 

α′≤ kx  
  آن براي كه است صحيحي عدد بزرگترين α′k آن در كه

α≤θ∑
α′

=
),;(

k

y

nyb
�

�

  

 صفر فرض آزمون براي بحراني يهناحي بالاخره، و،
�

θ=θ دو مقابل فرض برابر در 
 يهطرف

�

θ≠θ از است عبارت  
  .

2α′≤ kx    يا   
2α≥ kx  

 به مربوط هايآزمون براي بحراني هايناحيه تعيين روش اين بيشتر تشريح به ما      
   بر هاتصميم كردن بنا ،عمل در زيرا، پرداخت؛ نخواهيم ايهدوجمل يθ پارامتر

P-دارد كمتري زحمت مقدارها.  

 از استفاده اثر بر شديد جانبي عوارض دچار بيمار n=20 از نفر x=4 اگر .8-6 مثال

500 صفر فرض باشند، شده جديد اروييد /=θ 500 مقابل رضف برابر در را /≠θ در 
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050 بودن دارمعني سطح  از كه است بيماراني واقعي نسبت θ اينجا در .كنيد آزمون /
   .اندشده شديد جانبي عوارض دچار جديد داروي

  .1. حل

./
/:

/:
050

5001

500

=α
⎩
⎨
⎧

≠θ
=θ

    و                

    

    

H

H
� 

  .كنيد استفاده ها،موفقيت يهشد مشاهده تعداد ،X آزمون يهآمار از :2′
3 ′: 4=x 005904 چون و /)( =≤XP، P-از است عبارت مقدار 

01180005902 /)/( =.  
4 01180 يعني مقدار،-P چون :′ 050 از كمتر /  .كرد رد بايد را صفر فرض است، /

500 كه گيريممي نتيجه /≠θ.  

 كاربه را 1-6 بخش گام چهار اينكه از نظرصرف م،ايهكرد توصيف كه هاييآزمون      
 جدول توانيممي n≥20براي .اندايهدوجمل هاياحتمال جدول از استفاده تلزممس بريم،

 كه هاييجدول از توانيممي 100 تا n مقادير براي و بريم كاربه را كتاب اين پايان 1
 n بزرگتر مقادير براي بديل، روشيبه .نيمك استفاده شده، داده كتاب پايان در آنها مرجع

 تلقي و نرمال با ايهدوجمل توزيع تقريب از توانيممي

,
)(

��

�

θ−θ
θ−=

1n

nx
z  

 براي اين، بنابر .كنيم استفاده استاندارد، نرمال توزيع با تصادفي متغيري مقدار عنوانبه

n صفر فرض انيمتومي بزرگ 
0

θ=θ مقابل هايفرض برابر در را 
0

θ≠θ، 
0

θ>θ، يا 

0

θ<θ، بحراني هايناحيه از استفاده با ترتيب به 
2α≥ zz، αα ≥−≤ zzzz  و

  نآ در كه كنيم آزمون

,
)(

00

0

1 θ−θ
θ−=

n

nx
z  

 بريم كاربه را پيوستگي تصحيح اگر يا

.
)(

)(

00

0
2

1

1 θ−θ

θ−±
=

n

nx
z  

 از بيشتر x وقتي منها علامت از
0

θn وقتي بعلاوه علامت از و است x از كوچكتر 

0

θn ،كنيممي استفاده است.  
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   درصد 20 از كمتر كه است مدعي نفتي هايفرآورده توليد شركت يك .9-6 مثال

 صورتي در را ادعا اين .خرندمين را شركت آن توليدي بنزين اتومبيل، دارندگان يهكلي
 توليدي بنزين از نفر 22 اتومبيل 200 صاحبان از كه دهد نشان تصادفي بررسي يك كه

010 بودن دارمعني سطح در اند،نكرده استفاده شركت اين   .كنيد آزمون ،/
  .1. حل

./
/:

/:
010

200

200

1

=α
⎩
⎨
⎧

<θ
=θ

     و           

   

   

H

H
� 

332 هرگاه كنيد رد را صفر فرض .2 /−≤z، پيوستگي تصحيح بدون( آن در كه( 

.
)(

��

�

θ−θ
θ−

=
1n

nx
z  

200 و ،x، 200=n=22 دادن قرار با .3 /=θ
�

  آوريممي دستبه ،

./
)/)(/(

)/(
183

800200200

20020022 −=−=z  

183 چون .4 /−=z 332 از كمتر  نتيجه يعني كرد؛ رد بايد را صفر فرض است، −/
 بنزين از اتومبيل صاحبان يههم درصد 20 از كمتر شده، ادعا كه طورانهم گيريم،مي

  .اندنكرده استفاده شركت اين توليدي
 مقدار بوديم، كرده استفاده پيوستگي تصحيح از قبل مثال در اگر كه كنيد توجه       

093 /−=z بودمي قبل نندهما نتيجه و آورديممي دستبه را.  

  نسبت k بين هايتفاضل به مربوط هايآزمون  6-6

 ـ آ هك ـ بگيريم تصميم بايد آنها در كه موجودند متعددي مسائل كاربردي، تحقيقات در  اي
 هـستند،  دارمعني شوند،مي مشاهده درصدها يا ،ايهنمون هاينسبت بين كه هاييتفاضل

 هـاي جوجـه  درصـد  6 اگـر  مثـال  براي .دانست تصادف معلول توانمي را آنها اينكه يا
 شـرايط  واجـد  انـد شـده  اسـتخراج  كنندهتوزيع يك موجودي از كه ايهنمون در منجمد

 واجـد  ديگـر  يهكننـد  توزيع موجودي از ايهنمون در درصد 4 تنها و نباشند، استاندارد
 ـ آ هك ـ كنيم حكم مورد اين در بخواهيم است ممكن نباشند، استاندارد طشراي  تفاضـل  اي
 هـاي داده برمبنـاي  بخواهيم است ممكن نحو همين به .نه يا است دارمعني درصدها بين
 خاصـي  كانديـداي  طرفـدار  كـه  دهنـدگاني رأي واقعي نسبت اي آ هك دهيم نظر ايهنمون

  .خير يا انديكسان مختلف شهر چهار در هستند،
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 كـه  كنيـد  فرض مسائل، نوع اين حل در كلي روش يك بيان براي      
1

xxxk  و ، ،،
2

… 
 مستقل تصادفي k يهشد مشاهده مقادير

12
XXXk و،،،  هـاي توزيع داراي كه باشند …

 پارامترهاي با ايهدوجمل
1122

nnnkk وو،،و،و θθθ  كـافي  قدربه هاn اگر .هستند …
  مستقل تصادفي متغيرهاي هايتوزيع توانيممي باشند، بزرگ

ki
n

nX
Z

iii

iii
i ,,,,

)(
…21

1

=
θ−θ
θ−

=      

  توانيممي 8-2 طبق و كنيم، تقريب استاندارد نرمال هايتوزيع با را

∑
= θ−θ

θ−
=χ

k

i iii

iii

n

nx

1

2

2

1 )(

)(
  

 دارد، آزادي يهدرج k با دوخي توزيع كه تصادفي متغير يك از مقداري عنوانبه را
 فرض آزمون براي بنابراين .كنيم تلقي

�

� θ=θ==θ=θ k21
 فرض اين برابر در( 

 برابر هاθ از يكي حداقل كه مقابل
�

θ 22 بحراني يهناحي از توانيممي )نيست

k,αχ≥χ 
   درآن كه كنيم استفاده

.
)(

)(
∑

= θ−θ
θ−

=χ
k

i i

ii

n

nx

1

2

2

1
��

�  

 وقتي
�

θ صفر فرض به تنها ما توجه وقتي يعني نيست، معين kθ==θ=θ �

21
 

  يهشد ادغام برآورد ،θ جايبه است،

k

k

nnn

xxx

+++
+++

=θ
�

�

21

21ˆ  

 صورتبه بحراني يهناحي و دهيممي قرار را
1

2

−αχ≥χ k, آن در كه آيدمي در 

.
)ˆ(ˆ
)ˆ(

∑
= θ−θ

θ−
=χ

k

i i

ii

n

nx

1

2

2

1

  

2 از بحراني يهناحي در تغيير يعني، آزادي، يهدرج يك رفتن بين از      

k,αχ به 
2

1−αχ k, نامعلوم پارامتر جايبه كه است واقعيت اين از ناشي θ، داده قرار آن برآورد 
  .است شده داده كتاب درآخر مراجعي مطلب، اين صوري بحث براي است؛ شده
 كه، دهيممي ارائه آزمون نوع اين براي را دوخي يهآمار از ديگري شكل حال      

 اب .دارد ديگر كاربردهاي براي بيشتري انعطاف ديد، خواهيم 7-6 بخش در آنچه مطابق
   زير صورتبه هاداده كردن مرتب
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kkk xnxk

xnx

xnx

−

−
−

نمونه

 نمونه

 نمونه

 هاموفقيت هاشكست

���

222

111

2

1

 

 ليناو آن در كه ناميم،مي ijf يهشد مشاهده ايهخان هايفراواني را آن هايدرايه

  .است k×2 جدول اين ستون يهنشان انديس ميندو و سطر يهنشان انديس
 رصف فرض تحت      

�

� θ=θ==θ=θ k21
 شده مشاهده ايهخان هايفراواني اميد ،

ki ازايبه ستون ليناو براي ,,, …21=، 
�

θin ستون براي و مدو )(
�

θ−1in هستند. 
 وقتي

�

θ يهشد غاماد برآورد آن جايبه قبل مانند نباشد، معلوم θ̂ و دهيممي قرار را 
ki ازايبه را ايهخان هايفراواني اميد ,,,   صورتبه =21…

)ˆ(,ˆ θ−=θ= 1
21 iiii nene         

  دوخي يهآمار مقدار كه را مطلب اين اثبات .كنيممي برآورد

∑
= θ−θ

θ−
=χ

2

1

2

2

1i i

ii

n

nx

)ˆ(ˆ
)ˆ(

  

  صورتبه توانمي را

∑∑
= =

−
=χ

k

i j ij

ijij

e

ef

1

2

1

2

2
)(

  

 .مايهگذاشت خواننده يهعهد به 27-6 تمرين در نوشت،

 هك كنيد تعيين شده، داده نشان زير جدول در كه ايهنمون هايداده برمبناي .10-6 مثال

 ترجيح B يهشويند يهماد به را A يهشويند يهماد كه مشترياني واقعي نسبت ايآ
050 بودن دارمعني سطح از .نه يا است يكسان شهر سه هر در دهند،مي   .كنيد استفاده /

  

  دهندمي كه ترجيح ايهماد 
 A B  

400 168 232 شهر الف
1

=n  
500 240 260 شهر ب

2
=n  

400 203 197 شهر ج
3

=n  



  2 آمار و احتمال     174

 ��iθ�����	 
��
� � ��   

   .1. حل

.
:

:
050

1

32

                             و       /

      

    
1 =α

⎩
⎨
⎧ θ=θ=θ

H

H
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9915 هرگاه كنيد رد را صفر فرض .2
2 /≥χ، آن در كه  

∑∑
= =

−
=χ
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1

2

1

2

2

i j ij

ijij
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ef )(
  

9915 و 2 مقدار /

2050 ,/χ است.  
 از است عبارت θ يهشد ادغام برآورد چون .3

./ˆ
530

1300

689

400500400

197260232 ==
++
++=θ  

  با برابرند ايهخان هايفراواني اميد اين، بنابر

188470400212530400

235470500265530500

188470400212530400
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2221
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)/(,)/(

)/(,)/(

)/(,)/(

ee
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  آوريممي دستبه ،2χ فرمول در آنها دادن قرار با و

./

)()()(

)()()(

486

188

188203

235

235240

188

188168

212

212197

265

265260

212

212232

222

222

2

=

−+−+−+

−+−+−=χ

  

486 چون .4
2 /=χ 2 از

2050 ,/χ ديگر، عبارت به شود، رد بايد صفر فرض است، بيشتر 
 سه در B يهشويند يهماد بر را A يهشويند يهماد كه مشترياني واقعي هاينسبت

  .نيستند يكسان دهند،مي ترجيح شهر

  تمرين

 از تا 18 و گلفروشي يك از لاله پياز 400 از تا 46 تصادفي، يهنمون يك در .6-25

 فرض كرده استفاده 2χ يهآمار از .اندنكرده شكوفه مدو گلفروشي از لاله پياز 200
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 صفر
21

θ=θ مقابل فرض برابر در را 
21

θ≠θ 050 بودن دارمعني سطح در  آزمون را /
  .كنيد
 دهيد نشان ،ايهدوجمل توزيع دو از بزرگي تصادفي هاينمونه بودن مفروض با .6-26

 صفر فرض توانمي كه
21

θ=θ ،يهآمار مبناي بر را  
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 آن در كه كرد آزمون
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  .اندمعادل اند،شده داده 6-6 بخش در 2χ براي كه فرمولي دو كه دهيد نشان .6-27

  .نوشت زير صورتبه توانمي را 2χ فرمول كه دهيد نشان ،k=2 ازايبه .6-28
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 دچار نفر 82 اند،نخورده صبحانه كه نفري 200 از تصادفي يهنمون يك در .6-29

 اندخورده صبحانه كه نفري 300 از تصادفي يهنمون يك در و اند،شده روزينيم ضعف
 بين فرقي كه را صفر فرض .اندشده روزينيم ضعف دچار كه اندگفته نفر 87 كه

 بين روزينيم ضعف كه مقابل فرض اين برابر در نيست متناظر هايجامعه هاينسبت
  .كنيد آزمون است، ترشايع اندنخورده صبحانه كه كساني

 و است x≤15 يا x≥15 بحراني يهناحي كه دهيد نشان ،8-6 مثال به رجوع با .6-30

04140 واقع در بودن دارمعني سطح بحراني، يهناحي اين با متناظر   .است /
 روي كه را كالايي توانندمي خريدكنندگان، درصد40 از بيش كه است شده ادعا .6-31

 نفر 18 از نفر 10 تصادفي، ايهنمون در اگر .دهند تشخيص است، شده تبليغ خيلي آن
050 بودن دارمعني سطح در دهند، تشخيص را كالا آن كه باشند قادر كننده خريد / 
400 صفر فرض اي آهك كنيد آزمون /=θ 400 مقابل فرض برابر در توانمي را />θ رد 
  كرد؟

 مقدار معرض در كه اشخاصي يههم %30 از كمتر كه است مدعي پزشكي .6-32

 ايهنمون در اگر .شد خواهند نامطلوب تأثيرات دچار اند،قرارداشته پرتوگيري معيني
 دچار اند،قرارگرفته پرتوگيري چنان معرض در كه نفر 19 از  نفر1 تنها تصادفي،
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300 صفر فرض شوند، نامطلوب عوارض /=θ 300 مقابل فرض برابر در را /<θ در 
050 بودن دارمعني سطح   .كنيد آزمون /

 ايمني فاقد كاري شرايط معلول صنعتي، يهحادث 14 از حادثه 12 ايهنمون در .6-33

010 بودن دارمعني سطح از .اندبوده 400 صفر فرض كرده استفاده / /=θ برابر در را 
400 مقابل فرض /≠θ كنيد آزمون.  

 نفر شش بازرگاني، مديريت يهرشت كارشناسي دانشجوي 12 از ايهنمون در .6-34

 سطح از .كنند تحصيل حسابداري ارشد كارشناسي يهدور در دارند ميل كه اندگفته
010 بودن دارمعني 200 صفر فرض كرده استفاده / /=θ، 20 كه را فرض اين يعني 

 كارشناسي يهدور در دارند ميل بازرگاني مديريت رشته كارشناسي دانشجويان درصد
200 برابر در كنند، تحصيل حسابداري ارشد />θ كنيد آزمون.  

 ايهكنند مصرف احتمال اي آهك بداند خواهدمي غذايي مواد يهتوليدكنند يك .6-35

600 واقعاً دهد،مي ترجيح قبلي بنديتهبس بر را بنديبسته از جديد نوعي  .خير يا است /
 بر را جديد بنديبسته كنندهمصرف 18 از كنندهمصرف هفت تصادفي، ايهنمون در اگر

600 صفر فرض دهند، ترجيح قبلي بنديبسته /=p 600 مقابل فرض برابر در را /≠p 
050 بودن دارمعني سطح در   .كنيد آزمون /
 راست سمت به خاصي تقاطع در كه اتومبيلي 600 از تصادفي يهنمون يك در .6-36

050 بودن دارمعني سطح از .شوندمي غلط خط وارد اتومبيل 157 پيچند،مي  استفاده /
 در اشتباه اين مرتكب كه هاييراننده واقعي نسبت كه را فرض صفر فرض ناي هكرد

300 شوندمي مفروض تقاطع /=θ 300 كه مقابل فرض اين برابر در است /≠θ، 
  .كنيد آزمون

cr جدول يك تحليل  6-7 ×  

 دو اجراسـت،  قابل مساله نوع دو مورد در كرد خواهيم توصيف بخش اين در كه يروش
 .گيرندميقرار تحليل مورد يكساني روش به ولي اندمتفاوت ميمفهو نظر از كه ايهمسأل

 در كـه  داريـم  سروكار ايهچندجمل يهجامع r از هايينمونه با مسائل، از نوع ليناو در
 انتخابـاتي  يهحـوز  پـنج  در اشخاصـي  وقتـي  مـثلاً  .دارد ممكن برآمد c امتحان هر نآ

 ـ آ هك ـ شودمي پرسيده آنها از و گيرندميقرار پرسش مورد مختلف  كانديـدايي  موافـق  اي
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 گونـه ايـن  از وضـعيتي  در انـد، نگرفتـه  تـصميم  هنوز يا دهند،مي رأي او برعليه هستند،
  .c=3 و r=5 اينجا در .هستيم
 خريدكننـده  هر از كه صورتي در بود خواهيم وضعيت همين در نيز 10-6 مثال در      
 هيچ يا دهد،مي ترجيح را B يهشويند يهماد يا A يهشويند يهماد اي آ هك شود سؤال
 جـدول  در كـه  را نتـايجي  كـه  دارد امكان بنابراين .ندارد او براي ارجحيتي آنها از كدام
33    :باشيم آورده دستبه است، شده داده نشان زير ×
  

دهندمي كه ترجيح ايهماد    

 A B تفاوتافراد بي    
 400 133 93 174 شهر الف

 500 180 124 196 شهر ب

 400 147 105 148 شهر ج

  

 اسـت  آن از عبارت كنيم آزمون نوع اين از ايهمسأل در كه مايليم كه صفري فرض      
 اگـر  نمـادي،  صـورت به .شودمي انجام يكسان ايهچندجمل جامعه r از يگيرنمونه كه

ijθ احتمال iبراي برآمد امين iصفر فرض كه خواهيممي باشد، جامعه امين 

rjjij θ==θ=θ �

2
  

cj ازايبه را ,,,  كه بود خواهد اين از عبارت مقابل فرض .كنيم آزمون =21…

jjrj 12
θθθ و، ، ،   .نيستند برابر j مقدار يك ازايبه حداقل …

 مجموع از آنها ثابت هاياندازه كه داشتيم سروكار نمونه سه با قبل، مثال در      
 به ستوني هايمجموع ديگر، سوي از آمد؛مي دستبه 400 و ،500 ،400 يعني سطرها،

 قابل فصل اين روش آن در كه مسائل از ديگر نوعي در .شدمي گذاشته شانس يهعهد
 به هاستون حال همان در و سطرها مجموع و داريم سروكار نمونه يك با تنها اجراست،

  .شوندمي گذاشته شانس عهده

 وجود يهمطالع در كه گيريممي نظر در را زير جدول دهيم، ارائه مثالي آنكه براي       
 ايهمؤسس شغلي آموزش يهبرنام كه است اشخاصي هوشي هايبهره بين وابستگي

  :است آمده دستبه دوره، اتمام از پس آنها كار يهنحو و اندگذرانده را بزرگ
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كار ينحوه     
  خوب متوسط ضعيف  

 156 25 64 67 كمتر از متوسط
 هوشي يبهره 174 56 76 42 متوسط

 70 37 23 10 بالاتر از متوسط

  119 163 118 400 

  
 به ستوني و سطري هايمجموع و داريم 400 يهانداز به نمونه يك تنها اينجا در      
 هايجدول كه است مسائلي چنين با ارتباط در عمدتاً .اندشده واگذار شانس يهعهد

cr   .نامندمي توافقي هايجدول را ×

 يهنحو كه است آن كنيم، آزمون بالا جدول ككم به خواهيممي كه صفري فرض      
 .آنهاست هوشي يهبهر از مستقل اند،گذرانده را شغلي آموزش يهبرنام كه افرادي كار
 سطر به متعلق ايهخان در ايهفقر كه باشد آن احتمال از عبارت ijθ اگر كلي، حالت در
iستون و ام jبيفتد، ام ⋅θiسطر در ايهفقر كه باشد آن احتمال از عبارت iو بيفتد، ام 

j⋅θ ستون در ايهفقر كه باشد آن احتمال از عبارت jكه صفري فرض بيفتد، ام   
  از بود خواهد عبارت كنيم ونآزم خواهيممي

jiij ⋅θ⋅θ=θ .  
ri ازايبه ,,, cj و =21… ,,,  از است عبارت مقابل فرض متناظراً .=21…

jiij ⋅θ⋅θ≠θ    .j و i مقادير از زوجي ازايبه كمدست .
cr جدول يك آن كمك به كه روشي ونچ        از نظرصرف كنيم،مي تحليل را ×
   از نمونه يك يا مختلف برآمد c با ايهچندجمل هايجامعه از نمونه r با اينكه
 روش اين لذا است؛ يكسان داريم، سروكار لفمخت برآمد rc با ايهچندجمل ايهجامع

 خواننده از 36-6 تمرين در .دهيمميقرار بحث مورد مدو موضوع با ارتباط در را
 نيز لاو نوع يهمسأل براي حاضر، بحث موازات به را كار ناي هك شد خواهد خواسته

  .دهد انجام

   ،ijf با را امj ستون و امi سطر يهخان براي شده مشاهده فراواني زير، در      
 مجموع يعني كل، مجموع و ،⋅jf با را طريس هايجمع ،if⋅ با را تونيس هايجمع

 و θi⋅ هاياحتمال نمادها، اين با .دهيممي اننش f با را، هاخانه يههم هايفراواني
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j⋅θ صورت به را 
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  هايتساوي استقلال، صفر فرض تحت و كنيممي برآورد
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 هب كه كنيد توجه .آوريممي دستبه امj ستون و امi سطر انتظار مورد فراواني براي را
 مجموع در دارد تعلق آن به خانه كه سطري مجموع كردنضرب از ije ترتيب ناي

  .است آمده دستبه كل، مجموع بر تقسيم و است، متعلق آن به كه ستوني
  مقدار برمبناي را خود تصميم ،ijeي همحاسب از پس      
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2 از آن مقدار هرگاه كنيممي رد را صفر فرض و دهيممي قرار

11 ))((, −−αχ cr باشد بيشتر.   
))(( آزادي يدرجه مقدار        11 −− cr ،اشاره زير يهنكت به آن با رابطه در و است 

   :كنيممي
   برمبناي دوخي هايفرمول در انتظار مورد ايهخان هايفراواني كه موقع هر      

−−1 آزادي، هايدرجه تعداد شوند، برآورد ايهنمون شمارشي هايداده ts در كه است 
 آنها جايبه كه است مستقلي پارامترهاي تعداد t و مجموع جملات تعداد s آن

 كمك به نسبت k بين اختلاف وجود آزمون موقع در .شوندمي گذاشته شانبرآوردهاي
ks داشتيم ،5-5 بخش دوخي يهآمار kt و =2  پارامتر k بايد زيرا ،=

12
، ، ، θθθ …k 112 آزادي يدرجه مقدار و كرديم،مي برآورد را −=−− kkk در .بود 

cr توافقي جدول يك كمك به بودن مستقل آزمون موقع rcs داريم ،×  و =
2−+= crt، زيرا r پارامتر ⋅θi و c پارامتر j⋅θ كه هستند قيد دو ناي هب مقيد 

  اين بنابر باشد؛ 1 برابر بايد آنها از كدام هر مجموع

).)(()( 11121 −−=−−+−=−− crcrrcts  
 با دوخي توزيع داراي يبتقر به تنها مايهكرد توصيف كه آزموني يهآمار چون       

))(( 11 −− cr كاربه وقتي تنها را آزمون ناي هك است اين بر رسم است، آزادي يهدرج 
 برخي كه است آن مستلزم گاهي امر اين نباشد؛ 5 از كمتر هاije از يك هيچ كه برند
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  .شودمي كاسته متناظر آزادي يدرجه تعداد از نتيجه در كه كنيم مادغا هم با را هاخانه از

 استعداد بودن مستقل اند،شده داده نشان زير جدول در كه هاييداده براي .11-6 مثال

010 بودن دارمعني سطح در را آمار به او يهعلاق و شخص رياضي   .كنيد آزمون /

  

 استعداد رياضي  

 عالي متوسط ضعيف  

 15 42 63 ضعيف 

 31 61 58 متوسط علاقه به آمار

 29 47 14 عالي 
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    نيستندمستقل متغير دو اين 

استعداد    اندمستقل آماربهعلاقهورياضي 

� 

27713 هرگاه كنيد در را صفر فرض .2
2 /≥χ آن در كه 
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27713 و 2 مقدار /

4010 ,/χ است.  

45 از اندعبارت لاو سطر براي انتظار مورد هايفراواني .3

360

135120 =×، 

50

360

150120 255045120 و ،×=  كه مايهكرد استفاده حقيقت اين از آن در كه ،−−=

  مجموع با هاخانه انتظار مورد هايفراواني مجموع ستون، هر يا سطر هر براي
 سطر براي انتظار مورد هايفراواني نحو، همينبه .است برابر شده شاهدهم هايفراواني 

25565622531 از اندعبارت مدو ///  سوم سطر براي انتظار مورد هايفراواني و ،،،
 از اندعبارت )اندآمده دستبه هاستون كل هايمجموع از تفريق عمل با همه كه(

75335377518 ///  :شودمي نتيجه 2χ فرمول در جايگذاري با صورت اين در .، ،

./
/

)/()()(
1432

7518

751829

50

5042

45

4563
222

2 =−++−+−=χ �  

1432 چون .4
2 /=χ 27713 از    نتيجه كرد؛ رد بايد را صفر فرض است، بيشتر /
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  .است وجودم آمار به آنها يهعلاق و افراد رياضي استعداد بين وابستگي كه گيريممي

cr جدول يك دويخي تحليل هايصهينق از يكي        تغيير امكان كه است آن ×
 ،11-6 مثال در نمونه، عنوان به .آوردمين حساب به را هاستون يا سطرها ترتيب

 مرتب عالي تا و متوسط به ضعيف از ترتيب به آمار به علاقه نيز و رياضي استعداد

 هر هاستون و سطرها كه صورتي در آوريم،مي دستبه 2χ براي كه مقداري و ،اندشده
 جدول هايستون همچنين، .ماندمي باقي يكسان شوند، داده آرايش تغيير خود بين كدام
   تا گرفته )A ارجحيت عدم( B ارجحيت از را مشخصي بنديترتيب 10-6 مثال
 خاصي بنديترتيب حالت اين در ولي نمايانندمي را A ارجحيت تا و بودن تفاوتبي

  .ندارد وجود سطرها براي

  برازش نيكويي  6-8

 در كـه  رودميكاربه هاييوضعيت در كنيممي بررسي اينجا در كه برازش نيكويي آزمون
 ـ عنـوان بـه  را هـا داده از ايهمجموع ـ توانمي اي آ هك كنيم عيينت خواهيممي آنها  ايهنمون

 »بـرازش  نيكويي« از ديگري نوع .نه يا كرد تلقي مفروض توزيع با ايهجامع از تصادفي
 در كـه  رودمـي  كـار بـه  شده زوج هايداده از ايهمجموع بر منحني يك برازاندن در كه

 كـه  كنيـد  فرض مطلب، تشريح براي .گيردمي قرار بحث مورد آماري يپيشرفته دروس
 داده نـشان  زيـر  جـدول  در كـه  )شـده  مشاهده هايفراواني( هاييداده برمبناي بخواهيم

 نگـا، را يـك  چيـدن  در چـين حـروف  يـك  اشتباهات تعداد اي آ هك بگيريم تصميم شده،
 .يانه است پواسون توزيع با تصادفي متغيري

  

} } 35
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00380

00810
3

1

2

9
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5902160107

22205040186

44410080465
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 خطاهاتعداد با

 شده مشاهدهفراوانيهاي پواسون  احتمالهايانتظار  موردفراوانيهاي 

ieif =λ
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 تـصادفي  متغيرهاي براي انتظار مورد هايفراواني از متناظر ايهمجموع تعيين براي      
 يλ پـارامتر  بـرآورد  بـراي  شـده  مـشاهده  توزيع ميانگين از ابتدا پواسون، ايهجامع از

053 كرده استفاده پواسون توزيع
440

1341 /ˆ ==λ 3 تقريباً يا=λ̂ آوريـم مـي  دسـت به را. 
 احتمـال  از اسـتفاده  با( 2 جدول از λ=3 براي پواسون هاياحتمال استخراج با سپس،

 ردمـو  هـاي فراوانـي  كل، فراواني يعني ،440 در ضرب و )9 احتمال جايبه بيشتر يا 9
 بـراي  .آوريـم مـي  دسـت بـه  م،ايهداد نشان جدول راست سمت ستون در كه را انتظاري
 ـ تشكيل شده مشاهده هايفراواني كه صفر فرض اين آزمون  يـك  از تـصادفي  ايهنمون
 چه با توافق يا نيكويي، چه با برازش كه كنيم قضاوت بايد دهند،مي را پواسون يهجامع

 ايـن  آزمـون  بـراي  كلـي،  حالت در .است موجود هاوانيفرا يهمجموع دو بين نزديكي،
 صفر فرض

�

H مشخص توزيع با ايهجامع از شده، مشاهده هايداده از ايهمجموع كه 
 ، مقداراست ديگري توزيع داراي جامعه كه مقابل فرض اين برابر در آيدمي

∑
=

−
=χ

m

i i

ii

e

ef

1

2

2
)(  

 .كنيممي محاسبه را
�

H نبود دارمعني سطح در را α كه صورتي در ،كنيممي در   
2

1

2

−−αχ≥χ tm,  
 برمبناي كه است مستقلي پارامترهاي تعداد t و مجموع در هاجمله تعداد m آن در كه

 يك تنها زيرا ،t=1 بالا، مثال در ).قبل بخش بحث( اندشده برآورد ايهنمون هايداده
  .است m−2 آزادي يدرجه تعداد و شده برآورد هاداده برمبناي پارامتر

010 بودن دارمعني سطح در ،)قبل(يهصفح جدول هايداده براي .12-6 مثال  آزمون /

 تصادفي متغيري چيندمي حروف رانگا يك كه چينيحروف اشتباهات تعداد اي آهك كنيد
  .نه يا است پواسون توزيع با

 5 از كمتر چاپي اشتباه 9 و 8 تعداد با متناظر انتظار مورد هايفراواني چون( .حل

  .)مايهكرد تركيب هم با را رده دو است،
1.  

050

1

/

   

   

=α
⎩
⎨
⎧ ,

:

:

H

H
� 

06714 هرگاه كنيد رد را صفر فرض .2
2 /≥χ، آن در كه 
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06714 و 2 مقدار /

7050 ,/χ است.  

 .آوريممي دستبه  را2χ مربوط فرمول در جايگذاري با .3

./
/

)/(

/

)/(

/

)/(

836

35

353

765

76553

921

92118
222

2

=

−++−+−=χ �  

836 چون .4
2 /=χ 06714 از كمتر  واقع در ،كرد رد توانمين را صفر فرض است، /

 كه كندمي القا را مطلب اين انتظار، مورد و شده مشاهده هايفراواني بين نزديك توافق
  .گذاردمي اختيار در را »نيكويي برازش« پواسون توزيع

  تمرين

 بيان انتظار مورد ايهخان هايفراواني يهمحاسب براي كه ايهقاعد دهيد نشان .6-37

 هاييتوزيع با جامعه r از كه كنيممي آزمون را صفر فرض ناي هك نيز حالتي در شد،
  .اجراست لقاب كنيم،مي يگيرنمونه يكسان ايهچندجمل

   :است ارزهم 7-6 بخش فرمول با 2χ براي زير محاسباتي فرمول كه دهيد نشان .6-38

.∑∑
= =

−=χ
r

i

c

j ij

ij
f

e

f

1 1

2

2  

 بررسي تحت متغير دو بين كه دهد نشان توافقي جدول يك تحليل اگر .6-39

  وافقيت ضريب كمك به توانمي را وابستگي اين قوت دارد، وجود وابستگي

f
C

+χ

χ=
2

2

  

 f و آيدمي دستبه آزمون يهآمار براي كه است مقداري 2χ آن در كه سنجيد،
   كه دهيد نشان .است كلي مجموع

22 توافقي جدول يك براي )الف 2 از است عبارت C ماكسيمم مقدار ×
2

1.  
33 توافقي جدول يك براي )ب 6 از است عبارت C ماكسيمم مقدار ×

2

1.  
 عرضه دبيرستان در كه ميالزا درسي به نسبت والدين العملعكس يهمطالع در .6-40

 شانفرزندان تعداد نكهاي هب بسته مادر، و پدر 360 از تصادفي يهنمون يك شود،مي
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 يا مناسب، ضعيف، درس اين آنها نظربه نكهاي هب بسته نيز و بوده بيشتر يا سه دو، يك،
050 بودن دارمعني سطح در زير، جدول نتايج برمبناي .شودمي بنديرده است، خوب / 
 فرزنداني تعداد و درس به نسبت والدين العملعكس بين وابستگي اي آهك كنيد آزمون

  .يانه دارد وجود دارند، مدرسه در كه

204657

295355

124048

321

خوب

مناسب

ضعيف

بيشتر  يا

فرزندان تعداد

  

 190 )هم با هاايستگاه اختلاط عدم( درستگيري و صدا صافي از هاييآزمايش .6-41

  .است آمده دستبه اند،شده داده نشان زير لجدو در كه را نتايجي راديو،

01315

185935

31127

قوي

 درستگيري متوسط

ضعيف

ضعيف متوسطقوي

صداصافي

  

010 بودن دارمعني سطح از  از مستقل صدا صافي كه را صفر فرض ناي هكرد استفاده /
  .كنيد آزمون است، درستگيري

 سه زا بزرگ شركت يك كه است مربوط هاييمحموله به زير ايهنمون هايداده .6-42

  .است كرده دريافت مختلف فروشنده

1193021

62628

892312

C

B

A

فروشندهرد پذيرشقابلسالم

                      ناسالممواردتعداد
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010 بودن دارمعني سطح در  يكي فروشنده سه محصولات كيفيت اي آهك كنيد آزمون /
  .خير يا است

0124 و نداشده پرتاب بار 160 سكه چهار .6-43 195458 تيبتر به شير و ، ، ، ،  ،  ،  

050 بودن دارمعني سطح از .اندشده ظاهر بار 6 و 23 ،  /=α كنيد آزمون كرده استفاده 
  .نه يا اندشده پرتاب تصادف به و بوده منصف هاسكه كه است موجه فرض اين اي آهك
 ثانيه هر در كه گامايي يهاشع تعداد اي آهك كنيم آزمون را فرض ينا خواهيممي .6-44

42 با پواسون متغيري شود،مي خارج راديواكتيو يهماد يك از /=λ براي .نه يا است 
050 بودن دارمعني سطح در صفر فرض آزمون  يهفاصل 300 در كه زير هايداده از /
  .كنيد استفاده اند،آمده دستبه ايهثاني يك زماني

47

106

355

444

743

662

481

190

≥

گامااشعهتعدادفراواني

  

 و كندمي طبخ را بزرگ شكلاتي كيك سه پنجشنبه، تا شنبه از روز، هر نانوايي .6-45

 زير جدول هايداده از .بخشدمي خيريه مؤسسه يك به را آنها نرفتن، فروش صورت در
050 بودن دارمعني سطح در كرده استفاده  به را هاداده اين توانمي اي آهك كنيد آزمون /
  .خير يا كرد تلقي ايهدوجمل تصادفي متغير يك مقادير عنوان

 
  هاي به فروش رفتهتعداد كيك  تعداد روزها

1  0  

16  1  

55  2  

228  3  

 

 خارج هايذره تعداد از نتورگايگرك يك در كه هستند ميارقا توزيع زير هايداده .6-46

 .اندشده ثبت ايهثاني 40 زماني يهفاصل 100 در راديواكتيو يهماد يك از شده
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 :از اندعبارت ترتيب به توزيع اين معيار انحراف و ميانگين كه كنيد تحقيق )الف
20=x 5 و=s.  
 و μ=20 با نرمال توزيع داراي تصادفي متغير يك كه كنيد پيدا را هااحتمال اين )ب
5=σ 59 از كمتر مقداري 59 بين ،/ 514 و / 514 بين ،/ 519 و / 519 بين ،/  و /
524 524 بين ،/ 529 و / 529 بين ،/ 534 و / 534 از بيشتر و ،/   .كند اختيار /
 هاياحتمال ضرب با را مختلف هايرده براي نرمال منحني انتظار مورد هايفراوني )ج

050 بودن دارمعني سطح در سپس و كنيد پيدا كل فراواني در ب قسمت  فرض اين /
   را نرمال يهجامع يك از تصادفي ايهنمون تشكيل هاداده كه كنيد آزمون را صفر
  .دهندمي

13935

23430

132925

362420

371915

101410

195

−
−
−
−
−
−
−

هاذرهتعدادفراواني

 



  

  

  هفتم فصل
  
  

 رگرسيون
  
  

  مقدمه  7-1

 تا است هاييوابستگي ايجاد آماري هايپژوهش از بسياري اصلي هايهدف از يكي
 انجام مطالعاتي مثلاً، .گرداند ميسر سايرين برحسب را متغير چند يا يك بينيپيش
 بيمار يك وزن آن، قيمت برحسب را جديد محصول يك يهبالقو هايفروش تا شودمي

 را خانواده هايميرسرگ مخارج است، داشته پرهيز كه هاييهفته تعداد برحسب ار
 و آنها غذايي ارزش برحسب را غذايي مواد برخي يهسران مصرف آن، درآمد برحسب

 بينيپيش را قبيل اين از مواردي و شودمي تلويزيون در آنها تبليغ صرف كه پولي مقدار
   .كنند
 بينيپيش دقيقاً سايرين برحسب را كميتي بتوان كه است نآ مطلوب گرچه البته      
 يا هامتوسط بينيپيش به بايد موارد اغلب در و است، ميسر ندرتبه كار اين ولي كرد،

 از بعد سال ده را )ب( آقاي درآمد نتوانيم شايد مثلاً، .دهيم رضايت رياضي اميدهاي
   داشتن دست در با ولي، كنيم ينيبپيش دقيق طوربه دانشگاه از شدن التحصيلفارغ
 تعداد برحسب را دانشگاه التحصيلفارغ يك متوسط درآمد توانيممي مناسب، هايداده
 متوسط توانيممي حداكثر نحو، همينبه .كنيم بينيپيش التحصيليفارغ از بعد هايسال

 بينييشپ تير ماه در باران بارش به مربوط هايداده برحسب را معيني يهغل محصول
 يهبهر برحسب را وارد تازه دانشجويان تحصيلي وضع حداكثر، توانيممي و كنيم،

  .نماييم بينيپيش متوسط طوربه آنها هوشي
 بدانيم و باشيم داشته را Y و X تصادفي متغير دو توأم توزيع اگر صوري، طوربه      
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 تعيين از عبارت متغيره دو رگرسيون اصلي يهمسأل كند،مي اختيار را x مقدار X كه

 .است X از مفروضي مقدار ازايبه Y مقدار »متوسط« يعني ،xYμ شرطي ميانگين
 باز گالتن فرانسيس به رفته، كار به كتاب اين در كه صورتي به »يونرگرس« اصطلاح

 .برد كار به وراثت يهنظري در روابط، برخي بيان براي بار ليناو را آن وي كه گرددمي
 با چندگانه، رگرسيون در يعني اند،تصادفي متغير دو از بيش متضمن كه مسائلي در

yxZ مانند هاييكميت ,μ ميانگين Z از مفروضي مقادير ازايبه X و Y، 

3214
xxxX ,,μ ميانگين 

4
X از مفروضي مقادير ازايبه 

123
XXX  آنها نظاير و ، ، ،

  .داريم سروكار
),( اگر       yxf تصادفي متغير دو توأم چگالي مقدار X و Y در ),( yx ،باشد 
xX شرط به X شرطي چگالي تعيين از عبارت صرفاً متغيره دو رگرسيون يهمسأل = 

  انتگرال يهمحاسب سسپ و

∫
∞

∞−
==μ dyyxwyxYExY )(.)(  

 ممكن متقابلاً، .شودمي ناميده X روي Y رگرسيون يهمعادل حاصل، يهمعادل .است

 رگرسيون يهمعادل به كه است

∫
∞

∞−
==μ dyyxfxyXEyX )(.)(  

 هايتوزيع با احتمال هايچگالي جاي هب نآ در كه گسسته، حالت در .باشيم مندعلاقه
 را هامجموع صرفاً بالا رگرسيون يهمعادل دو در انتگرال جاي به داريم، سروكار احتمال

  .دهيممي قرار
 ندانيم، را آن پارامترهاي يههم حداقل يا تصادفي متغير دو توأم توزيع كه موقعي      
 شود،مي تبديل اينمونه هايداده برمبناي برآورد يهمسأل يك به yXμ و xYμ تعيين

   قرار بحث مورد بعدي هايبخش در كه است متفاوت كاملاً ايمسأله مسأله، اين
  .دهيممي

 وأمت چگالي با Y و X تصادفي متغيرهاي بودن مفروض با .1-7 مثال

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ >>=

+−

  جاهاساير

   و   

0

00

1 yxex
yxf

yx )(.
),(  

  .كنيد رسم را رگرسيون منحني و بيابيد را X روي Y رگرسيون يهمعادل
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 آيدمي دستبه زير صورتبه x ايحاشيه چگالي ،y به نسبت گيريانتگرال با .حل

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ >=

−

0  جاهاساير

0xe
xg

x

)( 

xX شرط به Y شرطي چگالي ،بنابراين   عبارت با =

xy
x

yx

ex
e

ex

xg

yxf
xyw −

−

+−
=== .

.

)(

),(
)(

)(1

  

)(=0 ،جاها ساير در و y<0 ازايبه xyw يك دهيممي تشخيص كه شود،مي داده 

 با نمايي چگالي
x
1=θ يهمحاسب با بنابراين .است  

∫
∞ −=μ
�

dyexy xy
xY ..  

 :از است عبارت X روي Y رگرسيون يهمعادل كه يابيمميدر

xxY
1=μ  

  .است شده داده نشان 1-7 شكل در متناظر رگرسيون منحني

  

  
  1-7نحني رگرسيون مثال م .1-7 شكل

  
 ايچندجمله توزيع داراي Y و X اگر .2-7 مثال

yxnyx

yxnyx

n
yxf −−θ−θ−θθ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−

= )(.
,,

),(
2121

1  

nx ازايبه ,,,, ny و =�210 ,,,, nyx شرط به مقيد =�210  يهمعادل باشند، +≥
  .كنيد پيدا را X روي Y رگرسيون
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 صورتبه X ايحاشيه توزيع .حل

xnx

xn

y

yxnyx

x

n

yxnyx

n
xg

−

−

=

−−

θ−θ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=

θ−θ−θθ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−

= ∑

)(

)(.
,,

)(

11

0

2121

1

1

  

nx ازايبه ,,,,  با ايدوجمله توزيع يك كه دهيممي تشخيص كه است، =210…
 و n پارامترهاي

1
θ ازايبه بنابراين .است xny −= ,,,, …210،  

xn

yxny

y

xn

xg

yxf
xyw −

−−

θ−

θ−θ−θ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −

==
)(

)(

)(
),(

)(
1

212

1

1

  

 صورتبه فرمول بازنويسي با كه
yxny

y

xn
xyw

−−
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

θ−
θ−θ−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

θ−
θ

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
=

1

21

1

2

1

1

1

)(  

xX فرض به Y شرطي توزيع كه شويممي متوجه كردن امتحان با و  توزيع يك =

xn پارامترهاي با ايجملهدو  و −
1

2

1 θ−
θ ،رگرسيون يهمعادل كه طوريبه است Y روي 

X از است عبارت: 

.
)(

1

2

1 θ−
θ−

=μ
xn

xY  

 يك پرتاب بار 30 در كه بگيريم دفعاتي عدادت را X اگر قبل، مثال به بازگشت با      
 است، پنج نتيجه كه بگيريم دفعاتي تعداد را Y و شودمي ظاهر زوج عددي سالم تاس
 صورت به رگرسيون يهمعادل آنگاه

)(
)(

x
x

xY −=
−

−
=μ 30

3

1

1

30

2

1

6

1

  

 زوج كه برآمدي x−30 از هريك ايازبه زيرا است موجهي يهنتيج اين .آيدميدر
  .دارد وجود 5 و ،3 ،1 شانسهم امكان سه نيست،

 توأم چگالي اگر .3-7 مثال
123

XXX   ،و،،

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ><<<<+=

−

جاهاساير  0

01010
3212

1

1

321

3 xxxex
xxxf

x
,,)(

),,( 
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 رگرسيون يهمعادل باشد،
2

X روي 
13

XX   .كنيد پيدا را و
 ايحاشيه چگالي كه داد نشان توانمي .حل

13
XX   :از است عبارت و

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ><<+=

−

جاهاساير  0

010
312

1

1

31

3 xxex
xxm

x
,)(

),( 

  بنابراين

.

)(

)(

),(

),,(
,

12
1

3

2

1

1

2

2

1

1

212

2

31

321

2
312

+
+

=

+
+

=

=μ

∫

∫
∞

∞−

x

x

dx
x

xxx

dx
xxm

xxxf
xxxX

 

�  

 به آمد، دستبه بالا مثال شرطي اميد كه كنيد توجه
1

x به ولي دارد بستگي 
3
x بستگي 

 تصادفي متغير دو زيرا داشتيم،مي بايد را انتظارش كه ندارد
23

XX   .اندمستقل  و 

  خطي رگرسيون  7-2

   شكل به يعني است، خطي رگرسيون، يهمعادل كه است آن 2-7 مثال مهم يهجنب يك

xxY β+α=μ  
 دلايلي بنابر .شوندمي ناميده رگرسيون هايضريب و اندثابت مقادير β و α آن در كه

 به معادلات اين اولاً، :هستند خاصي توجه مورد خطي رگرسيون معادلات متعدد،
 براي خوبي هايتقريب آنها اغلب ثانياً، دهند،مي در تن رياضي اعمال ساير به سادگي

 متغيره، دو نرمال توزيع حالت در سرانجام و هستند، ترپيچيده رگرسيون معادلات
  .هستند خطي واقع در رگرسيون معادلات

 و α رگرسيون هايضريب خطي، رگرسيون معادلات يهمطالع كردن آسان براي      
β توأم توزيع پايينتر يهمرتب گشتاورهاي بعضي برحسب را X و Y، برحسب يعني 

1
μ=)(XE، 

2
μ=)(YE،2

1
σ=)var(X، 2

2
σ=)var(Y، و 

12
σ=),cov( YX بيان 

 همبستگي ضريب از استفاده با سسپ .كنيممي

,
21

12

σσ
σ=ρ  
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  .كنيممي ثابت را زير نتايج

 آنگاه باشد، خطي Xروي Y رگرسيون اگر .1-7 يقضيه

)(
1

1

2

2
μ−

σ
σ

ρ+μ=μ xxY  

  آنگاه باشد، خطي Y روي X رگرسيون اگر و

).(
2

2

1

1
μ−

σ
σ

ρ+μ=μ yyX  

xxY چون .برهان β+α=μ، كه شودمي نتيجه  

,)(. xdyxywy β+α=∫    
 ،X ايحاشيه توزيع متناظر مقادير ،xg)( در را معادله اين طرف دو هايعبارت اگر و

 آوريممي دستبه بگيريم انتگرال x روي و كنيم ضرب

∫ ∫ ∫ ∫β+α= dxxgxdxxgdydxxgxywy )(.)()()(.  
   يا

12
βμ+α=μ  

)()(),( زيرا yxfxgxyw    از قبل را xYμ به مربوط يهمعادل دوطرف اگر .=
.)( در گيريانتگرال xgx آوريممي دستبه را زير يهنتيج بوديم، كرده ضرب 

∫ ∫ ∫ ∫β+α= dxxgxdxxgxdydxyxfxy )(.)(.),(. 2  
   يا

).()( 2

1
XEXYE β+αμ=  

 حل با
12

βμ+α=μ و )()( 2

1
XEXYE β+αμ= برحسب α و β اين از استفاده و 

 كه واقعيت
2112

μμ+σ=)(XYE 2 و
1

2

1

2 μ+σ=)(XE، كه گيريممي نتيجه  

1

1

2

212

1

12

2
μ

σ
σ

ρ−μ=μ
σ

σ
−μ=α ..  

  و

,
1

2

2

1

12

σ
σρ=

σ
σ=β  



  193      رگرسيون

 زير صورتبه را X روي Y خطي رگرسيون يهمعادل تا سازدمي قادر را ما كه
 .بنويسيم

).(
1

1

2

2
μ−

σ
σ

ρ+μ=μ xxY  

 منجر زير يهمعادل به مشابهي اعمال است، خطي Y روي X رگرسيون وقتي       
 .شودمي

).(
2

2

1 μ−
σ
σ

ρ+μ=μ yyX  

 ،ρ=0 و باشد خطي رگرسيون يهمعادل اگر كه شودمي نتيجه 1-7 يهقضي از      

 در و ρ=0 وقتي ).ندارد بستگي y به yXμ يا( ندارد بستگي x به xYμ آنگاه
0 نتيجه،

12
=σ، تصادفي متغير دو X و Y شد، گفته قبلاً هك همانگونه .اندناهمبسته 

 تصادفي متغير دو اگر اام هستند، نيز ناهمبسته باشند، مستقل تصادفي متغير دو اگر
 .نيستند مستقل لزوماً باشند ناهمبسته

 اهميت آماري هايپژوهش از بسياري در آن برآوردهاي و همبستگي ضريب      
11 كه كنيم،مي نشان خاطر اينجا در .دارند +≤ρ≤−، علامت و ρ ًما به مستقيما   

  .پايين به رو يا بالاست به رو همبستگي خط شيب آيا كه گويدمي

  مربعات كمترين روش  7-3

 داراي كه تصادفيي متغيرهاي با رابطه در تنها را رگرسيون يهمسأل پيشين، هايبخش در
 آنها در كه موجودند متعددي مسائل درعمل، .داديم قرار بحث مورد اندتوأم هايتوزيع

 آن در و است خطي رگرسيون كه كندمي آن بر دلالت شده زوج هايداده از ايمجموعه
 كه خواهيممي حال اين با اام دانيم،مين را بررسي تحت تصادفي متغيرهاي توأم توزيع

 كمترين روش با معمولاً نوع اين از مسائلي .كنيم برآورد را β و α رگرسيون ضرايب

 در كه است منحني يك دادن برازش براي روشي كه شوندمي رجوع و رفع مربعات

  .است شده پيشنهاد لژاندر آدرين فرانسوي دانرياضي توسط نوزدهم قرن اوايل

 براي را نفر 10 يهلعمطا ساعات تعداد از زير هايداده روش، اين تشريح براي      
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 :گيريممي نظر در را امتحان اين در آنها نمرات و فرانسه زبان امتحان

8417

211

9122

6012

447

374

7314

6510

589

314

yX

 مطالعهساعاتتعدادامتحاننمره

 

  
  هاي حاصل از نمرات امتحاني و تعداد ساعات مطالعهداده .2-7 شكل

  

 نسبتاً برازش ،تراس خط يك كه شودمي القا ما در فكر اين ،2-7 شكل رسم با      

 القا را فكر اين كلي، الگوي گيرند،مين قرار خط بريك نقاط يههم گرچه .است خوبي
 خوبي به توانمي را مطالعه ساعات از تعدادي ازايبه امتحان متوسط يهنمر كه كندمي
xxY شكل به ايمعادله كمك به β+α=μ كرد مربوط مطالعه ساعات تعداد با.  
 با كرديم، حكم رگرسيون بودن خطي تقريباً بر مفروضي يهمسأل در آنكه محضبه      

 به .شويممي مواجه اينمونه هايداده روي از β و α ضرايب كردن برآورد يهمسأل
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 خط كه طوريبه β̂ و α̂ برآوردهاي آوردن دستبه يهمسأل با ما ديگر عبارت
xy يهشد برآورد رگرسيون β+α=  هايداده براي ممكن برازش بهترين تعبيري به ˆˆˆ
  .هستيم مواجه باشد، مفروض

   

  
  ملاك كمترين مربعات  .3-7 شكل

  

 با شده، داده نشان 3-7 شكل كه طوريبه را، خط از نقطه يك قائم انحراف اگر      

ie قرار آن برمبناي را »برازش نيكويي« اين كه مربعات كمترين ملاك دهيم، نشان   
 اگر بنابراين .كنيم مينيمم را هاانحراف اين مربعات مجموع كه است آن مستلزم دهيم،مي

)},;(,,,{ مانند شده زوج هايداده از ايمجموعه niyx ii  برآورد باشد، شده داده =21…

 آنها ازايبه كه هستند β̂ و α̂ مانند مقاديري رگرسيون، ضرايب مربعات كمترين

  كميت

∑∑
==

β+α−==
n

i
ii

n

i
i xYeq

1

2

1

2 )]ˆˆ([  

 اين دادن قرار صفر برابر و β̂ و α̂ به نسبت جزئي مشتق گرفتن با .است مينيمم
 آوريممي دستبه جزئي، هايمشتق

∑
=

=β+α−−=
α∂

∂ n

i
ii xy

q

1

02 )]ˆˆ()[(
ˆ

 

∑
=

=β+α−−=
β∂

∂ n

i
iii xyx

q

1

02 )]ˆˆ([)(
ˆ
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  دهندمي را نرمال معادلات به موسوم معادلات كه

∑∑∑

∑∑

===

==

β+α=

β+α=

n

i
i

n

i
i

n

i
ii

n

i
i

n

i
i

xxyx

xny

1

2

11

11

.ˆ.ˆ

.ˆˆ

  

 صورتبه را β يبرا مربعات كمترين برآورد ،β̂ به نسبت معادلات دستگاه اين حل با

2

11

2

111

)()(

))(()(
ˆ

∑∑

∑∑∑

==

===

−

−

=β
n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
ii

xxn

yxyxn

  

  صورت به را α مربعات كمترين برآورد نرمال، يهمعادل اولين از استفاده با سپس و

n

xy
n

i
i

n

i
i ∑∑

==
β−

=α 11

.ˆ

ˆ  

  صورت به را α̂ براي فرمول اين .آوريممي دستبه

xy .ˆˆ β−=α  
   معرفي را زير نمادهاي  ،β̂ به مربوط فرمول كردن آسان براي .نوشت توانمي نيز
 :كنيممي

∑ ∑∑

∑ ∑∑

= ==

= ==

−=−=

−=−=

n

i

n

i
ii

n

i
iyy

n

i

n

i
ii

n

i
ixx

y
n

yyys

x
n

xxxs

1 1

22

1

2

1 1

22

1

2

1

1

)()(

)()(

  

 و

))(())(( ∑∑∑∑
====

−=−−=
n

i
i

n

i
i

n

i
ii

n

i
iixy yx

n
yxyyxxs

1111

1  

  بنويسيم توانيممي بنابراين

)},;(,,,{ اينمونه هايداده بودن مفروض با .2-7 يقضيه niyx ii  هايضريب ،=21…

xy مربعات كمترين خط β+α=  از اندعبارت ˆˆˆ
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xx

xy

S

S
=β̂  

 و

..ˆˆ xy β−=α  

   ،)نمرات امتحاني و تعداد ساعات مطالعه(بخش همين هايداده به رجوع با .4-7 مثال

 روي امتحاني نمرات رسيونرگ براي تقريبي كه را مربعات كمترين خط يهمعادل )الف
  .كنيد پيدا است، مطالعه هايساعت تعداد

 است، كرده مطالعه امتحان براي ساعت 14 كه را فردي امتحاني متوسط يهنمر )ب
  .كنيد گوييپيش

∑ ،n=10 آوردن دستبه با )الف .حل = 100x، ∑ =13762x، ∑ =564y، و 

6945=∑ xy كه گيريممي نتيجه ها،داده از  

376100

10

1

1376
2 =−= )(xxS  

 و

.))(( 1305564100

10

1
6945 =−=xyS  

4713 بنابراين
376

1305 /ˆ ==β 69214713 و
10

100

10

564 /./ˆ =−=α، كمترين خط يهمعادل و 
  :است چنين مربعات

.//ˆ xy 47136921 −=  
  مقدار الف، در حاصل يهمعادل در x=14 دادن قرار با )ب

284701447136921 /)(//ˆ =+=y  
 .آوريممي دستبه را ŷ=70 واحد، نزديكترين به كردن گرد از پس يا،

  تمرين

   Y روي X رگرسيون يهمعادل كه دهيد نشان ،1-7 مثال به مراجعه با .7-1

yyX +
=μ
1

2

|  

  .كنيد رسم را رگرسيون منحني و است

  توأم چگالي بودن مفروض با .7-2
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⎩
⎨
⎧ <<<<+

=
   جاهاساير

   و   

0

101032
5

2 yxyx
yxf

)(
),(  

xY |μ و yX |μ كنيد پيدا را.  

   توأم چگالي بودن مفروض با .7-3

⎩
⎨
⎧ <<<

=
0   جاهاساير

106 yxx
yxf ),(  

xY |μ و yX |μ كنيد پيدا را.  

   توأم چگالي بودن مفروض با .7-4

⎩
⎨
⎧ <<−<<

=
  جاهاساير

 

0

101 yxyy
yxf

,
),( 

  .نيستند مستقل ولي اندناهمبسته Y و X تصادفي متغيرهاي كه دهيد نشان

 زير نتايج و شده داده هاموش از تايي25 هاييگروه به سم يك از متفاوتي دزهاي .7-5

  .است آمده دستبه

2016

1614

1412

810

68

36

14

yx

  ميليگرمبرحسب مرگهاتعداد

 

  .كنيد پيدا كند، برازش هاداده اين بر كه را مربعات كمترين خط يهمعادل )الف
   دريافت سم اين از گرمميلي 7 كه موش 25 از گروه يك در را هامرگ تعدا )ب
 .كنيد برآورد كند،مي

7-6. انبار جايي در رود،مي كاربه مصنوعي الياف نوع يك توليد در كه ميخا يماده 

 نسبي رطوبت از هاييگيرياندازه .آيدمين عملبه رطوبت بر كنترلي هيچ كه است شده
 نتايج روز، 12 در )درصد برحسب دو هر( خام يهماد از هايينمونه گرفتگينم انميز و

  .است داده دستبه را زير
 برحسب را گيتگرفنم سازد قادر را ما كه ببرازانيد مربعات كمترين خط يك )الف
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  .كنيم گوييپيش نسبي، رطوبت
 درصد 38 نسبي رطوبت وقتي را گرفتگينم كرده استفاده الف قسمت نتايج از )ب

  .كنيد )گوييپيش( برآورد است،

1340

933

1548

1041

1244

1760

829

1034

1342

1137

1453

1246

رطوبت گرفتگينم

  



 



  

  

   تستيهايپرسش

 
1 .θ̂رامتر ااي نااريب براي پ را برآوردكنندهθاگر تنها و  گويند اگر:  

θ=θ )الف ˆ)(E  ب( θ=θ)ˆ(E  ج( 2θ=θ)ˆ(E  د( θ=θ ˆ)( 2E  

  هاي زير نادرست است؟هكداميك از گزين. 2

=θ−θ )الف )ˆ(E(2 )ب   اريبˆ( θ−θ= EMSE  

22 )ج )(ˆ =σ+اريب
θ

MSE   (2 )د)ˆ(( θ−θ= EMSE  

اگر انحراف معيار جامعه آماري .  است2 داراي انحراف معيار Xگيري توزيع نمونه. 3

   چقدر است؟n باشد، مقدار 12

  72 )د    36 )ج  144 )ب  6 )الف

   شود؟Xتوزيع  همXجحم نمونه چقدر باشد تا توزيع . 4

Nn )ب  n=1 )الف   n<30 )د  n=30 )ج  =

  :توان ازكه انحراف معيار معلوم نباشد مي زمانيxμاي در تخمين فاصله. 5

=−α )الف
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
≤

σ
μ−

α 1

2

Z
X

P
x

x    ب( α−=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
≤

μ−
α 1

2

t
S

X
P

x

x  

=−α )ج
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
≤

μ−
α 1

2

Z
S

X
P

x

x    د( α−=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
≤

σ
μ−

α 1

2

t
X

P
x

x  

)(چنانچه . 6 30<nفاصله ي تنظيم اوليه،طور نرمال توزيع نشده باشده و جامعه ب 

  .نمائيماستفاده مي............. اطمينان براي ميانگين جامعه از 

   الف و ب)د   نامساوي چيبيشف)ج   توزيع نرمال)ب   t توزيع )الف

اگر . 7
1

X و 
2

Xدو متغير تصادفي مستقل باشند آنگاه :  

 )الف
2121

XXXX μ−μ=μ 222 )ب      −

2121
XXXX σ−σ=σ −  
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222 )ج

2121
XXXX σ+σ=σ    الف و ج)د      −

دهد كه انحراف معيار زمان اشتغال يك  مشتري نشان مي8ه حاصل از بررسي اولي. 8

0720اي فروشنده در مغازه هدف از اين تحقيق، تخمين درصد زمان اشتغال .  است/

)/(فروشنده با دقت   مورد نظر برابر است يونهحجم نم.  است%95 و احتمال 040±

)/(با  / 961
950

=Z:  

  36 )د    24 )ج   6 )ب  12 )الف

),,(اگر . 9 161416
11

2

1
=== nxs  و),,( 101512

22

2

2
=== nxs طح س باشد در

)/,/(ها در دو جامعه ، پراكندگي داده%90اطمينان  ,,/,,/ 013592
915050159050

== FF  

2 )ب   داري وجود ندارد تفاوت معني)الف
2

2

1
σ>σ    

2 )د    داري وجود دارد تفاوت معني)ج
2

2

1
σ<σ  

10 .ل احتمال خطاي نوع او)(αعبارتست از :  

)( )الف درستوقتي رد
01

HHP    ب( )( درست وقتينكردنرد
01

HHP  

)( )ج درستوقتي رد
00

HHP    د( )(  درست  وقتيرد
11

HHP  

),,(اگر . 11 105212
111

=== nxs و ),,( 15458
222

=== nxsهاي مستقل  نمونه

باشند آنگاه مقدار 
21

XXs   : عبارتست از−

324 )ب    /661 )الف 7970. د    /6271 )ج    / /  

 آزمون ي، مقدار آماره11با توجه به اطلاعات سئوال . 12
210

μ=μ:Hبرابر است با :  

6729 )ج    /621 )ب    /7571 )الف 34 )د    / /  

سطح زير منحني . 13
0

Hدر آزمون فرض آماري همواره برابر است با :  

   سطح اطمينان آزمون)ب   ل  خطاي نوع او)الف

   توان آزمون)د    م خطاي نوع دو)ج

  هاي زير تعريف آماره است؟كداميك از گذاره. 14

  .گويندماره مي را آي هر عدد حقيق)الف

  .آيددست ميه كميتي است كه از روي جامعه ب)ب
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  . همان پارامتر است)ج

  .تابعي از نمونه تصادفي كه به پارامتر مجهول بستگي ندارد. د

43 باشد آنگاه θ يك برآوردكننده نااريب براي θ̂اگر . 15 −θ̂  براي چه كميتي نااريب

  است؟

 )الف
3

4+θ̂    43 )ب −θ̂    43 )ج −θ    د( 
3

4+θ  

 برابر با كدام گزينه MSE باشد مقدار θ نااريب براي ي يك برآوردكنندهθ̂اگر . 16

  است؟

2 )الف

θ
σ )ˆ(2 )ج   صفر )ب  ˆ θ−θE    22 )د θ−θ)ˆ(E  

 باشد، مقدار واريانس 16تايي اگر انحراف معيار جامعه برابر 16گيري در يك نمونه. 17

   كدام گزينه است؟،ميانگين نمونه

 )ج    1 )ب  16 )الف
16

  4 )د    1

دست آمده از نمونه تصادفي را دو برابر كنيم مقدار واريانس هاطلاعات ب اگر. 18

  كند؟ چه تغييري مي،ميانگين نمونه

  .شود نصف مي)ب      .دشو برابر ميدو )الف

  .شود چهار برابر مي)د        .كند تغييري نمي)ج

اي ميانگين جامعه، چه موقع از فرمول در مبحث برآورديابي و تخمين فاصله. 19

2

α
σ+ z
n

xكنيم؟ استفاده مي  

   بزرگ nهول و  مج2σ )ب     معلوم و جامعه نرمال2σ )الف

  اي الف و به گزينه)د       بزرگn  معلوم و2σ )ج

 تخميني براي ي طول فاصلهσ=5تايي با انحراف معيار 25گيري در يك نمونه. 20

)(ست؟ميانگين جامعه چقدر ا 2

2

=αz  

  . نياز به مقدار ميانگين نمونه دارد)د    1 )ج    2 )ب  4 )الف
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چشف براي يافتن فاصله اطمينان ميانگين جامعه تحت چه بياز نامساوي چي. 21

  كنيم؟شرايطي استفاده مي

   توزيع جامعه نرمال )ب           بزرگn )الف

  .معه نامعلوم باشدا توزيع ج)د     توزيع جامعه يكنواخت باشد)ج

گيري به اندازه طور مساوي نمونهدو جامعه مستقل را در نظر بگيريد از هر يك به. 22

nميانگين جامعه باشد از كدام اگر هدف يافتن برآورد مجموع دو . دست آمده است به

  كنيم؟برآوردگر استفاده مي

 )الف
21

XX  )ب  −
2

21
XX −

 )ج    
21

XX  )د    +
n

XX
21

+
  

 25دوم  ي و مقدار واريانس جامعه16 اول ي، مقدار واريانس جامعه22در سئوال . 23

باشد، واريانس مي
21

XX   : برابر است با−

 )الف
n

 )ب    41
n

 )ج    25
n

 )د   5
n

7  

چقدر باشد تا  k مقدار 14گيري از جمعيت نرمال به اندازه براساس يك نمونه. 24

   آزادي باشد؟ي درجه13دو با يخداراي توزيع  2kSتوزيع 

 )الف
2

13

σ
 )ب  

2

14

σ
 )د  215σ )ج  

14

2σ  

1 آزمون يمقدار آماره. 25
2

2

2

1 =
σ

σ
12ازاي  به

2

1
=s 8 و

2

2
=sرا تعيين كنيد؟   

 )الف
2

 )ب  3
3

  .ي نمونه بستگي داردبه اندازه) د    1 )ج  2

4، اگر 25 در سئوال. 26
1

=n 5 و
2

=n1 آزمون ي، توزيع آماره
2

1

2

2 =
σ

σ
   چيست؟

 )الف
34 ,F  ب( 

43 ,F  ج( 
54 ,F  د( 

45,F  

اگر بگوئيم . 27
0

H در سطح αدار است، با كدام عبارت معادل است؟ معني  

 )الف
0

H در سطح αرد شده است .  

 دليلي براي رد α  در سطح)ب
0

Hنداريم .  
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  .ل استهمان خطاي نوع اوα  )ج

  .شود، فرض صفر رد ميαازاي مقادير كوچكتر از  به)د

175191425گيري اگر در يك نمونه. 28
1212

==== xxnn دست آيد و هدف  به,,/,

0آزمون 

210
=μ−μ:Hكنيد كه داراي توان  باشد فرض مقابل را كدام انتخاب مي

   داشته باشد؟آزمون بيشتري

0 )الف
21

≠μ−μ      0 )ب
21

>μ−μ  

0 )ج
21

<μ−μ      نياز به تعيين توزيع جامعه دارد)د . 

21اي يك نمونه تصادفي به حجم واريانس نمونه. 29
1

=n61اي  از جامعه
2

1
/=s و 

16 ديگر به حجم يهي يك نموناواريانس نمونه
2

=n 2 و
2

2
=s  است واريانس ادغام

   اين دو نمونه كدام است؟يهشد

 )الف
37

632 /=ps  ب( 
35

622 =ps   ج( 
62

352 =ps   د( 
36

372 =ps  

  :شوداي با كداميك از مقادير زير برآورد ميواريانس نسبت نمونه. 30

qpnsp )الف qpnsp )ب  2= )( )ج  2=
n

qp
sp  )د  2=

n

qp
sp =2  

300اي سوادان در جامعهنسبت بي. 31 طور هرا بنفر 200 است اگر از اين جامعه /

  سواد باشند؟تصادفي انتخاب كنيم انتظار داريم چند نفر بي

   نفر600 )د     نفر 30 )ج     نفر56 )ب    نفر  60 )الف

اگر . 32
12

XXXn  و N يمتناهي به اندازهاي اي تصادفي از جامعه نمونه…،،،

   كدام است؟var(X( باشد، آنگاه 2σواريانس 

 )الف
nN

N

n −
−σ 1

2

 )ب  .
1

2

−
−σ

N

nN

n
 )ج  .

n

2σ  د( 
N

2σ  

 اختيار شده است σ=16 از جامعه نزمالي با 100 ياندازهيك نمونه تصادفي به . 33

   يا بيشتر باشد چقدراست؟2احتمال آنكه اختلاف بين ميانگين نمونه و ميانگين جامعه 

21120 )الف 12560 )ب    / 25120 )ج    / 10560 )د    / /  
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اگر . 34
123

XXX  متغيرهاي تصادفي مستقل با توزيع نرمال استاندارد باشند و ،،
2

3

2

2

2

1
XXXY    كدام است؟tMY)( آنگاه =++

2 )الف

1

31

−
− )( t  3 )ب

1

21

−
− )( t  3 )ج

2

31

−
− )( t    2 )د

3

21

−
− )( t  

   آزادي كدام است؟ي درجه4 و 4 با Fچگالي توزيع . 35

 )الف
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ >+=

−

0  جاهاساير

016
4 FFF

Fg
)(

)(  

 )ب
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ >+=

−−

0  جاهاساير

016
44 FFF

Fg
)(

)(  

 )ج
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ >+=

−

0  جاهاساير

01

6

1 4 FFF
Fg

)(
)(  

 )د
⎪⎩

⎪
⎨
⎧ >+=

−−

0  جاهاساير

01

6

1 44

FFF
Fg

)(
)(  

 از 5 ي اندازهه تصادفي مستقل بيه براي يك نمون35با استفاده از چگالي سئوال . 36

دو توزيع نرمال با واريانس مشترك، احتمال آنكه 
2

2

2

1

σ

σ
ختيار كند،  ا3 و 1 مقداري بين 

  چقدر است؟

 )الف
32

 )ب  9
32

 )ج  11
32

 )د    22
32

5  

اي توزيع نمونه. 37
1

Y)از  3 يهاي تصادفي به اندازهبراي نمونه)  ترتيبييلين آمارهاو

  كدام است؟ β=2 و α=0 يكنواخت با ييك جامعه

202 )الف

2

1

11
<<− yy 202 )ب    )(         

8

3

1

2

1
<<− yy          )(  

204 )ج

16

3

1

2

11
<<− yyy 202 )د    )(         

4

1

1

2

11
<<− yyy          )(  

اگر . 38
1216

XXX  و 12 متناهي با ميانگين اياي تصادفي از جامعه نمونه…،،،

   كدام است؟XE)( باشد، 9واريانس 
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  10 )د   12 )ج  15 )ب  21 )الف

   چقدر است؟Xσاي راف معيار ميانگين نمونه، انح38 يهدر سئوال شمار. 39

 )الف
4

 )ب  3
2

 )ج  3
15

 )د    9
9

12  

)cov,( ،38 يهدر سئوال شمار. 40 XX
2

   چقدر است؟

160 )الف  )ج     صفر )ب    /
9

 )د    4
16

9  

فرض كنيد . 41
123

XXX  و μاي نامتناهي با ميانگين اي تصادفي از جامعه، نمونه،،

، K چه مقدار از ازايه باشد، ب2σواريانس 
4

321
XXKX ++

 ي يك برآوردكننده

)(باشد ميμنااريب  0≠μ؟  

  1 )د    4 )ج  −3 )ب   2 )الف

 ي از جامعه3 ي تصادفي به اندازهييد نمونه فرض كن،41 يهدر سئوال شمار. 42

اگر .  باشدθبرنولي با پارامتر 
3

321

1

XXX ++
=θ̂ و 

4

2
321

2

XXX ++
=θ̂يي ا كار

نسبي 
1

θ̂ نسبت به 
2

θ̂كدام است؟   

 )الف
2

 )ب  1
9

 )د    1 )ج  8
8

9  

 گشتاورها كدام  تابع مولدروشه بθاي براي  برآوردكننده،42 يدر سئوال شماره. 43

  است؟

∑ )الف
=

3

1i
iX    ب( ii XMax

31 ii )ج    ≥≥ XMin
31 ∑ )د  ≥≥

=

3

1

3

1

i
iX  

اگر . 44
12

XXXn  و α=0اي با  يكنواخت پيوستهياي تصادفي از جامعه نمونه…،،،

θ=βماكسيمم درستنمايي ي باشند برآوردكننده θام است؟ كد  

ini )ب    X )الف XMax ∑ )ج  1≥≥
=

n

i
iX

1

ini )د   XMin ≤≤1  

16 ي اندازهه تصادفي بييك نمونه. 45
1

=n84اي نرمال با  از جامعه
1

/=σ داراي 

18ميانگين 
1

=X25 ي اندازهه تصادفي بي و يك نمونه
2

=n از جامعه نرمال ديگري 
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53با 
2

/=σ 23 داراي ميانگين=xبراي %90 اطمينان ييك فاصله.  است 
12

μ−μ 

  كدام است؟

)/,/( )الف 283725 )/,/( )ب    −− 382726 −−  

)/,/( )ج 722287 )/,/( )د     −− 283727 −−  

 محتواي نيكوتين دو نوع سيگار آمده است، با فرض ي مطالعهيدر زير، نتيجه. 46

هاي برابر اي نرمال با واريانسهاي تصادفي از جامعهها، نمونهاينكه دو مجموعه داده

 براي %98 اطمينان ياصلهباشند، يك ف
2

2

2

1

σ

σ
   كدام است؟

708

5010

22

11

/

/

==
==

sn

sn
  

)/,/( )الف )/,/( )ب      123261 1230691  

)/,/( )ج )/,/( )د      862560 862080  

اند، براي آزمون فرض تا از آنها قرمز و بقيه آبيθهره است كه م 7 محتوي ظرفي. 47

شوند و تصادف و بدون جايگذاري استخراج ميهها ب، دو تا از مهرهθ=4در برابر 

شود كه هر دو مهره قرمز باشند، احتمال مرتكب فقط وقتي رد مي فرض صفر فقط و

  ل چقدر است؟نوع اوشدن خطاي 

 )الف
42

 )ب    4
42

)ج    3
42

 )د     2
42

1 



  

  

  هاحل تمرين

  

  مدو فصلحل تمرين 

  گيريهاي نمونهتوزيع

  
  .شودمي حل تمرين اين كوواريانس خواص به توجه با .2-1

+∞→=
−

σ=

−
−σ−σ+

−
σ−−=

−+=

−++=

−=−

∑
≠
=

N
Nn

N

nN

nnN
n

n

XXX
n

XX
n

XXX
n

X

XXXXXXX

rr

n

ri
i

ir

nr

rr

                           

      

   

     

0

1

21

1

11

1

1

1

11

1

2

22

2

1

1

)(

)var(),cov(),cov(

)var(])[,cov(

),cov(),cov(),cov(

�

 

 بنابر )الف .2-2
11
μ=)(XE و 

22
μ=)(XE داريم  

212121
μ−μ=−=− )()()( XEXEXXE  

  :شودمي موجب را اينمونه ميانگين دو استقلال جامعه، دو استقلال )ب
2

2

2

2

1

1

2

2

121

11

1 σ+σ=−+=−
nn

XXXX )var()()var()var(  

 كنيد فرض .است گشتاورها مولد تابع از استفاده ،تمرين اين حل يهشيو يك .2-3

21
XXY  داريم قبل تمرين يهنتيج به بنا آنگاه ،=−

21
μ−μ=)(YE و 



  2 آمار و احتمال     210

2

2

2

2

1

1

11 σ+σ=
nn

Y )var(، همچنين 
2

1

2

1

1

1

2

1

t
n

t

X etM

σ
+μ

 و )(=

2

2

2

2

2

2

2

1

t
n

t

X etM

σ
+μ

=)(.  

( ) 2

2

2

2

1

2

1

21

2

2

2

2

2

2

1

2

1

1

21

21

21

2

1

2

1
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1

t
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n
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n
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tXtX

tXX
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e
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eEeE

eEtM
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−
σ
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~),(در نيتجه 
2

2

2

1

2

1

2121 nn
NXX

σ
+

σ
μ−μ−.  

)(=θ برنولي، توزيع خواص بنابه .2-4 iXE و )()var( θ−θ= 1iX.  

θ=θ===Θ ∑∑
==

n

i

n

i
i n

XE
n

XEE
11

11

)()()ˆ(  

  و

nn
X

n
X

n

i

n

i
i

)(
)()var()var()ˆvar(

θ−θ=θ−θ===Θ ∑∑
==

1

1

11

1

2

1

2

  

)( و iμ جايبه iθ جايگزيني با .2-5 ii θ−θ 2 جايبه 1

iσ، 2-2 تمـرين  از استفاده و، 

  .شد خواهد حل تمرين

 حاصل كه دانيممي قبل از .2-6
2

1

1

)( +=∑
=

NN
i

N

i

 و 
6

21

1

2 ))(( ++=∑
=

NNN
i

N

i

 است، 

  پس



 211ها     حل تمرين
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  .كنيممي محاسبه را جامعه واريانس ابتدا نمونه، ميانگين واريانس يهمحاسب براي
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   نتيجه در
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  كنيممي استفاده واريانس و رياضي اميد خواص از )ج( قسمت حل براي

2
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+=== Nn
XnEXnEYE  

12

1
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1
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42=μ باشدينم درست. 
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  وم سفصل حل تمرين 

  نظريه: برآورد
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هاي دو هاي درستنمايي ماكسيمم براي ميانگينلي، برآوردكنندهي اواز حل دو معادله
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  م چهارفصل حل تمرين 

  كاربردها: برآورد
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 نظريه: آزمون فرض
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  هاي ي رد و آزمون فرضبا توجه به مفهوم ناحيه. 5-5
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  دو كميت درستنمايي،. 5-8
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 :صورت زير استي بحراني بهپس فرم ناحيه
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θ ،
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θي در حالتي كه اندازه. سبه است قابل محاn ،
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توان از روي توزيع مجانبي بزرگ باشد مي
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 . مشخص نمود
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  بنا به تابع چگالي نرمال، . 5-12
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  :بنا به تعريف، داريم. 5-13
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داري داشت، فرض صفر ي معنيدرصد فاصله60گيري، تعداد در نمونه از مخالفين، از 
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  .به وي مسئوليت جديدي داده نشود

هاي بيشتر نيست، كارهاي مديري كه قادر به انجام مسئوليتبراي : خطاي نوع دوم
 .جديدي محول شود

  .μ<20 )ب     ، μ>20 )الف. 5-15

312براي انجام آزمون    . 5-16
0

/: =μH    312 در مقابل
1

/: ≠μH  ي بحراني  ، از ناحيه

  :نيمكزير استفاده مي

612012 // >> xx يا            
912ي مقدار با مشاهده /=x فرض ،

0

Hكنيم را رد مي.  
512  اگر)الف /=μگيري فوق، به  مقدار واقعي پارامتر مجهول باشد، در نتيجه تصميم

 .حق بوده است

312 اگر )ب /=μ ايمناحق فرض صفر را رد كرده، به.  
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10براي آزمودن   . 5-17

0

=λ:H    10، در برابر

1
<λ:H صورت زير  ي بحراني به  ، ناحيه

 داده شده است

512 />x  
، براي رد فرض x=/211ي با مشاهده

0

Hدليلي نداريم ،.  
  .، فرض صفر به حق رد شده استx=/211ي ، و مشاهدهλ=/511 با )الف
  .، فرض صفر به ناحق رد شده استx=/211ي ، و مشاهدهλ=10 با )ب

ي نمـايي، بـراي آزمـودن فـرض          كلي در خانواده   طوربه. 5-18
00

θ=θ:H    در برابـر ،

فرض  
11
θ=θ:H ازاي  ، به

10
θ<θ صـورت   ي بحراني به  ، ناحيهkx

n

i i ≥∑ =1
 تعريـف   

  . شودمي
4500035000 اگر   )الف

10
=θ<=θ   50000 به

1
=θ      تغيير كند، همچنان شرط 

10
θ<θ ،

  .قرار استبر
35000ازاي   به )ب

1
>θ   شرط ،

10
θ<θ        ي بحرانـي تغييـري      برقـرار اسـت، لـذا ناحيـه

  .نخواهد كرد

210ازاي به. 5-19 ,,=kل را بهآوريمدست مي، مقادير خطاي نوع او:  
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   محاسباتيو نتيجه
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4805205
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)()()( kkkk

HIII

πβα
نوع  خطاياحتمالنوع  خطاياحتمال رداحتمال

 

 :آوريمدست مي، خطاهاي نوع اول و دوم را بهθتلف ازاي مقادير مخبه. 5-20
0025095015 /)/|( ==θ≤=α XP 
0432095015 /)/|( ==θ≤=α XP 
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41480
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XPXP 

00590994101501515015 /)/|()/|( =−==θ>−==θ>=β /XPXP 
β−=πي با توجه به رابطه 1 ، 

994100059050

9812001880550

949100509060

8817011830650

762602374070

5852041480750

370406296080

1702082980850

043200432090

0025000250950
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πβαθ
نوع  خطاياحتمالنوع  خطاياحتمال رداحتمال HIII

  

5-21 .  
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آزمــودن فــرض . 5-22
2

1

0
=θ:H در برابــر ،

2

1

1
≠θ:Hفــضاي . ، مــورد نظــر اســت

ي ي شامل نقطهپارامتر
2

1

0
=θاست و لذا ، 
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: ، عبارت است ازθبرآورد ماكسيمم درستنمايي براي پارامتر 
n
x=θ̂پس ، 
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   است، لذاk<λصورت ي بحراني به ناحيه)ب

k
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n
xnx

nn

<
− −

−
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2  

  : فوق داريميهگيري از طرفين رابطبا لگاريتم

.)ln()(ln kxnxnxx ′≥−−+  
  يابيم كه نحوي مي را بهxمقدار . كنيمصورت زير تعريف مي، را بهxf)( تابع )ج

kxnxnxxxf ′≥−−+= )ln()(ln)(  
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  بنابراين. گيريم، در نظر ميx ، تابعي پيوسته ازxf)(تابع 

2

01

n
xxnxxf =→=−−+=′ )ln()ln()(  

  ، است پس xf)( تقارن تابع يه مينيمم و نقطيهدست آمده نقط بهيهنقط

02

kxkxf n >−↔′< ||)(       

ي نمايي، آزمون  در خانواده)الف. 5-23
00

θ=θ:H در برابر ،
01
θ≠θ:H پيش رو ،

  .داريم
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 لذا. ، استk≤λي بحراني به صورت  ناحيه)ب
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0 فرض شده، داده چگالي تابع تحت .5-24
0

=θ:H، 0 درمقابل
1
≠θ:H    نظر ، را در

 .گيريممي

α===θα≤==α ∫
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10 dxXPHHP .)|()|(   فرضرد باشددرست
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dxxXPHP  فرضرد

 

10بنابر  <α< هر دو احتمال فوق از ،αبزرگتر است .  

10اي نمايي، فرض در جامعه. 5-25
0

=θ:H10، در برابر
1
≠θ:Hگيريم را درنظرمي. 
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نوع  خطاياحتمالنوع  خطاياحتمال رداحتمال HIII

 

40ي نرمال، آزمون فرض     در جامعه . 5-26
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≤μ:H    40، در برابر
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>μ:H     را در نظـر ،

}:/{صورت ي بحراني بهمطابق تمرين، ناحيه. گيريممي 543>xxدر نتيجه. ، است 
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   ششمفصل حل تمرين 

  كاربردها: آزمون فرض
  
براي آزمودن فرض    . 6-1
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n

x
z

/σ
μ−

= ي رد   بـا ناحيـه    0

}
2/α> zz   يا 

2/α−< zz { ي رد به اندكي تغييـر      توان شكل ناحيه  مي. شوداستفاده مي
  صورت زير نوشتبه
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 305ها     حل تمرين

  شود هرگاه فرض صفر رد مي. 6-5

050 /≤− pمقدار  
010ازاي در نتيجه به دار ازاي سطح معنيبه. ، قضاوت كردمقدار−p، بايد از روي /

10دن بو 050دار بودن توان نتيجه گرفت اگر در سطح معني، مي/ ، فرض صفر رد شده /
050ازاي تمامي مقادير بزرگتر ازاست به   .شود نيز فرض صفر رد مي/

01003160 )الف. 6-6 //   .شود پس فرض صفر رد نمي/≥

05003160 )ب //   .شود پس فرض صفر رد مي≥
1003160 )ج //   .شود پس فرض صفر رد مي≥

هاي آزمون و ميزان سطح آزمون تعيين فرض. 1. 6-7
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⎨
⎧
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// =z  ،)α> zz (  شـود كـه فـرض      نتيجه مـي
 .را بايد رد كردصفر 

هاي آزمون و ميزان سطح آزمون تعيين فرض. 1. 6-8
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  . دقيقه نيست30به عبارت ديگر متوسط هر گشت . شودفرض صفر رد مي

هاي آزمون و ميزان سطح آزمون تعيين فرض. 1. 6-9
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ي رد بـه صـورت        نامعلوم، ناحيـه   2σ، و   n>30با  . 2
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هاي آزمون و ميزان سطح آزمون، تعيين فرض. 1. 6-10
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هاي آزمـون و ميـزان سـطح آزمـون،           تعيين فرض . 1. 6-12
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آزمون آماري و ميزان خطاي نوع اول، . 1. 6-13
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ي جفتـي   هاي مقايسه به علت وابستگي دروني جفت مشاهدات، از روش آزمون        . 6-15

-، متغيرها را بدين صورت تعريـف مـي        ds و   dدست آوردن   براي به . كنيماستفاده مي 
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آزمون آماري و ميزان خطاي نوع اول، . 1
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تـايي، واريـانس    nهاي  در نمونه  جامعه،   2σتحت شرط نرمال بودن با واريانس       . 6-17
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، نااريب با واريانس     2S اينمونه
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4 .782 /|| =z شود بزرگتر است پس فرض صفر رد مي/6451 از.  

براي آزمون فرض . 6-30
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4 .00120 /=− P010 و كمتر از مقدار /=αشود است پس فرض صفر رد مي.  

  .، است31-6ي تمرين مشابه. 6-34
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  .صفر نداريم

  . است33-6ي تمرين مشابه. 6-35
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  ترتيب عبارتند ازدر نتيجه اميدهاي شرطي به
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 333     جداول

  

)اي هاي تجمعي دو جملهاحتمال. 1جدول      )∑

=

−−=≤
c

x

xnpxp
x

n
cXP

0

1 )(][ 

 

       p      
 c 0/05 0/1 0/2 0/3 0/4 0/5 0/6 0/7 0/8 0/9 0/95 
             

n=1 0 0/950 0/900 0/800 0/700 0/600 0/500 0/400 0/300 0/200 0/100 0/050 
 1 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 
             

n=2 0 0/903 0/810 0/640 0/490 0/360 0/250 0/160 0/090 0/040 0/010 0/003 
 1 0/998 0/990 0/960 0/910 0/840 0/750 0/640 0/510 0/360 0/190 0/098 
 2 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 
             

n=3 0 0/857 0/729 0/512 0/343 0/216 0/125 0/064 0/027 0/008 0/001 0/000 
 1 0/993 0/972 0/896 0/784 0/648 0/500 0/352 0/216 0/104 0/028 0/007 
 2 1/000 0/999 0/992 0/973 0/936 0/875 0/784 0/657 0/488 0/271 0/143 
 3 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 
             

n=4 0 0/815 0/656 0/410 0/240 0/130 0/063 0/026 0/008 0/002 0/000 0/000 
 1 0/986 0/948 0/819 0/652 0/475 0/313 0/179 0/084 0/027 0/004 0/000 
 2 1/000 0/996 0/973 0/916 0/821 0/688 0/525 0/348 0/181 0/052 0/014 
 3 1/000 1/000 0/998 0/992 0/974 0/938 0/870 0/760 0/590 0/344 0/185 
 4 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 
             

n=5 0 0/774 0/590 0/328 0/168 0/078 0/031 0/010 0/002 0/000 0/000 0/000 
 1 0/977 0/919 0/737 0/528 0/337 0/188 0/087 0/031 0/007 0/000 0/000 
 2 0/999 0/991 0/942 0/837 0/683 0/500 0/317 0/163 0/058 0/009 0/001 
 3 1/000 1/000 0/993 0/969 0/913 0/813 0/663 0/472 0/263 0/081 0/023 
 4 1/000 1/000 1/000 0/998 0/990 0/969 0/922 0/832 0/672 0/410 0/226 
 5 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 
             

n=6 0 0/735 0/531 0/262 0/118 0/047 0/016 0/004 0/001 0/000 0/000 0/000 
 1 0/967 0/886 0/655 0/420 0/233 0/109 0/041 0/011 0/002 0/000 0/000 
 2 0/998 0/984 0/901 0/744 0/544 0/344 0/179 0/070 0/017 0/001 0/000 
 3 1/000 0/999 0/983 0/930 0/821 0/656 0/456 0/256 0/099 0/016 0/002 
 4 1/000 1/000 0/998 0/989 0/959 0/891 0/767 0/580 0/345 0/114 0/033 
 5 1/000 1/000 1/000 0/999 0/996 0/984 0/953 0/882 0/738 0/469 0/265 
 6 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 
             

n=7 0 0/698 0/478 0/210 0/082 0/028 0/008 0/002 0/000 0/000 0/000 0/000 
 1 0/956 0/850 0/577 0/329 0/159 0/063 0/019 0/004 0/000 0/000 0/000 
 2 0/996 0/974 0/852 0/647 0/420 0/227 0/096 0/029 0/005 0/000 0/000 
 3 1/000 0/997 0/967 0/874 0/710 0/500 0/290 0/126 0/033 0/003 0/000 
 4 1/000 1/000 0/995 0/971 0/904 0/773 0/580 0/353 0/148 0/026 0/004 
 5 1/000 1/000 1/000 0/996 0/981 0/938 0/841 0/671 0/423 0/150 0/044 
 6 1/000 1/000 1/000 1/000 0/998 0/992 0/972 0/918 0/790 0/522 0/302 
 7 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 
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  1ول ي جدادامه    

       p      
 c 0/05 0/1 0/2 0/3 0/4 0/5 0/6 0/7 0/8 0/9 0/95 

             

n=8 0 0/663 0/430 0/168 0/058 0/017 0/004 0/001 0/000 0/000 0/000 0/000 
 1 0/943 0/813 0/503 0/255 0/106 0/035 0/009 0/001 0/000 0/000 0/000 
 2 0/994 0/962 0/797 0/552 0/315 0/145 0/050 0/011 0/001 0/000 0/000 
 3 1/000 0/995 0/944 0/806 0/594 0/363 0/174 0/058 0/010 0/000 0/000 
 4 1/000 1/000 0/990 0/942 0/826 0/637 0/406 0/194 0/056 0/005 0/000 
 5 1/000 1/000 0/999 0/989 0/950 0/855 0/685 0/448 0/203 0/038 0/006 
 6 1/000 1/000 1/000 0/999 0/991 0/965 0/894 0/745 0/497 0/187 0/057 
 7 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/996 0/983 0/942 0/832 0/570 0/337 
 8 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 
             

n=9 0 0/630 0/387 0/134 0/040 0/010 0/002 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 1 0/929 0/775 0/436 0/196 0/071 0/020 0/004 0/000 0/000 0/000 0/000 
 2 0/992 0/947 0/738 0/463 0/232 0/090 0/025 0/004 0/000 0/000 0/000 
 3 0/999 0/992 0/914 0/730 0/483 0/254 0/099 0/025 0/003 0/000 0/000 
 4 1/000 0/999 0/980 0/901 0/733 0/500 0/267 0/099 0/020 0/001 0/000 
 5 1/000 1/000 0/997 0/975 0/901 0/746 0/517 0/270 0/086 0/008 0/001 
 6 1/000 1/000 1/000 0/996 0/975 0/910 0/768 0/537 0/262 0/053 0/008 
 7 1/000 1/000 1/000 1/000 0/996 0/980 0/929 0/804 0/564 0/225 0/071 
 8 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/998 0/990 0/960 0/866 0/613 0/370 
 9 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 
             

n=10 0 0/599 0/349 0/107 0/028 0/006 0/001 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 1 0/914 0/736 0/376 0/149 0/046 0/011 0/002 0/000 0/000 0/000 0/000 
 2 0/988 0/930 0/678 0/383 0/167 0/055 0/012 0/002 0/000 0/000 0/000 
 3 0/999 0/987 0/879 0/650 0/382 0/172 0/055 0/011 0/001 0/000 0/000 
 4 1/000 0/998 0/967 0/850 0/633 0/377 0/166 0/047 0/006 0/000 0/000 
 5 1/000 1/000 0/994 0/953 0/834 0/623 0/367 0/150 0/033 0/002 0/000 
 6 1/000 1/000 0/999 0/989 0/945 0/828 0/618 0/350 0/121 0/013 0/001 
 7 1/000 1/000 1/000 0/998 0/988 0/945 0/833 0/617 0/322 0/070 0/012 
 8 1/000 1/000 1/000 1/000 0/998 0/989 0/954 0/851 0/624 0/264 0/086 
 9 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/994 0/972 0/893 0/651 0/401 
 10 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 
             

n=11 0 0/569 0/314 0/086 0/020 0/004 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 1 0/898 0/697 0/322 0/113 0/030 0/006 0/001 0/000 0/000 0/000 0/000 
 2 0/985 0/910 0/617 0/313 0/119 0/033 0/006 0/001 0/000 0/000 0/000 
 3 0/998 0/981 0/839 0/570 0/296 0/113 0/029 0/004 0/000 0/000 0/000 
 4 1/000 0/997 0/950 0/790 0/533 0/274 0/099 0/022 0/002 0/000 0/000 
 5 1/000 1/000 0/988 0/922 0/753 0/500 0/247 0/078 0/012 0/000 0/000 
 6 1/000 1/000 0/998 0/978 0/901 0/726 0/467 0/210 0/050 0/003 0/000 
 7 1/000 1/000 1/000 0/996 0/971 0/887 0/704 0/430 0/161 0/019 0/002 
 8 1/000 1/000 1/000 0/999 0/994 0/967 0/881 0/687 0/383 0/090 0/015 
 9 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/994 0/970 0/887 0/678 0/303 0/102 
 10 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/996 0/980 0/914 0/686 0/431 
 11 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 
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 1 جدول يهادام

       p      
  0/05 0/1 0/2 0/3 0/4 0/5 0/6 0/7 0/8 0/9 0/95 
 c            

n=12 0 0/540 0/282 0/069 0/014 0/002 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 1 0/882 0/659 0/275 0/085 0/020 0/003 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 2 0/980 0/889 0/558 0/253 0/083 0/019 0/003 0/000 0/000 0/000 0/000 
 3 0/998 0/974 0/795 0/493 0/225 0/073 0/015 0/002 0/000 0/000 0/000 
 4 1/000 0/996 0/927 0/724 0/438 0/194 0/057 0/009 0/001 0/000 0/000 
 5 1/000 0/999 0/981 0/882 0/665 0/387 0/158 0/039 0/004 0/000 0/000 
 6 1/000 1/000 0/996 0/961 0/842 0/613 0/335 0/118 0/019 0/001 0/000 
 7 1/000 1/000 0/999 0/991 0/943 0/806 0/562 0/276 0/073 0/004 0/000 
 8 1/000 1/000 1/000 0/998 0/985 0/927 0/775 0/507 0/205 0/026 0/002 
 9 1/000 1/000 1/000 1/000 0/997 0/981 0/917 0/747 0/442 0/111 0/020 
 10 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/997 0/980 0/915 0/725 0/341 0/118 
 11 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/998 0/986 0/931 0/718 0/460 
 12 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 
             

n=13 0 0/513 0/254 0/055 0/010 0/001 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 1 0/865 0/621 0/234 0/064 0/013 0/002 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 2 0/975 0/866 0/502 0/202 0/058 0/011 0/001 0/000 0/000 0/000 0/000 
 3 0/997 0/966 0/747 0/421 0/169 0/046 0/008 0/001 0/000 0/000 0/000 
 4 1/000 0/994 0/901 0/654 0/353 0/133 0/032 0/004 0/000 0/000 0/000 
 5 1/000 0/999 0/970 0/835 0/574 0/291 0/098 0/018 0/001 0/000 0/000 
 6 1/000 1/000 0/993 0/938 0/771 0/500 0/229 0/062 0/007 0/000 0/000 
 7 1/000 1/000 0/999 0/982 0/902 0/709 0/426 0/165 0/030 0/001 0/000 
 8 1/000 1/000 1/000 0/996 0/968 0/867 0/647 0/346 0/099 0/006 0/000 
 9 1/000 1/000 1/000 0/999 0/992 0/954 0/831 0/579 0/253 0/034 0/003 
 10 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/989 0/942 0/798 0/498 0/134 0/025 
 11 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/998 0/987 0/936 0/766 0/379 0/135 
 12 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/990 0/945 0/746 0/487 
 13 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 
             

n=14 0 0/488 0/229 0/044 0/007 0/001 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 1 0/847 0/585 0/198 0/047 0/008 0/001 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 2 0/970 0/842 0/448 0/161 0/040 0/006 0/001 0/000 0/000 0/000 0/000 
 3 0/996 0/956 0/698 0/355 0/124 0/029 0/004 0/000 0/000 0/000 0/000 
 4 1/000 0/991 0/870 0/584 0/279 0/090 0/018 0/002 0/000 0/000 0/000 
 5 1/000 0/999 0/956 0/781 0/486 0/212 0/058 0/008 0/000 0/000 0/000 
 6 1/000 1/000 0/988 0/907 0/692 0/395 0/150 0/031 0/002 0/000 0/000 
 7 1/000 1/000 0/998 0/969 0/850 0/605 0/308 0/093 0/012 0/000 0/000 
 8 1/000 1/000 1/000 0/992 0/942 0/788 0/514 0/219 0/044 0/001 0/000 
 9 1/000 1/000 1/000 0/998 0/982 0/910 0/721 0/416 0/130 0/009 0/000 
 10 1/000 1/000 1/000 1/000 0/996 0/971 0/876 0/645 0/302 0/044 0/004 
 11 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/994 0/960 0/839 0/552 0/158 0/030 
 12 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/992 0/953 0/802 0/415 0/153 
 13 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/993 0/956 0/771 0/512 
 14 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 
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 1جدول ي ادامه

       p      
  0/05 0/1 0/2 0/3 0/4 0/5 0/6 0/7 0/8 0/9 0/95 
 c            

n=15 0 0/463 0/206 0/035 0/005 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 1 0/829 0/549 0/167 0/035 0/005 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 2 0/964 0/816 0/398 0/127 0/027 0/004 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 3 0/995 0/944 0/648 0/297 0/091 0/018 0/002 0/000 0/000 0/000 0/000 
 4 0/999 0/987 0/836 0/515 0/217 0/059 0/009 0/001 0/000 0/000 0/000 
 5 1/000 0/998 0/939 0/722 0/403 0/151 0/034 0/004 0/000 0/000 0/000 
 6 1/000 1/000 0/982 0/869 0/610 0/304 0/095 0/015 0/001 0/000 0/000 
 7 1/000 1/000 0/996 0/950 0/787 0/500 0/213 0/050 0/004 0/000 0/000 
 8 1/000 1/000 0/999 0/985 0/905 0/696 0/390 0/131 0/018 0/000 0/000 
 9 1/000 1/000 1/000 0/996 0/966 0/849 0/597 0/278 0/061 0/002 0/000 
 10 1/000 1/000 1/000 0/999 0/991 0/941 0/783 0/485 0/164 0/013 0/001 
 11 1/000 1/000 1/000 1/000 0/998 0/982 0/909 0/703 0/352 0/056 0/005 
 12 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/996 0/973 0/873 0/602 0/184 0/036 
 13 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/995 0/965 0/833 0/451 0/171 
 14 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/995 0/965 0/794 0/537 
 15 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 
             

n=16 0 0/440 0/185 0/028 0/003 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 1 0/811 0/515 0/141 0/026 0/003 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 2 0/957 0/789 0/352 0/099 0/018 0/002 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 3 0/993 0/932 0/598 0/246 0/065 0/011 0/001 0/000 0/000 0/000 0/000 
 4 0/999 0/983 0/798 0/450 0/167 0/038 0/005 0/000 0/000 0/000 0/000 
 5 1/000 0/997 0/918 0/660 0/329 0/105 0/019 0/002 0/000 0/000 0/000 
 6 1/000 0/999 0/973 0/825 0/527 0/227 0/058 0/007 0/000 0/000 0/000 
 7 1/000 1/000 0/993 0/926 0/716 0/402 0/142 0/026 0/001 0/000 0/000 
 8 1/000 1/000 0/999 0/974 0/858 0/598 0/284 0/074 0/007 0/000 0/000 
 9 1/000 1/000 1/000 0/993 0/942 0/773 0/473 0/175 0/027 0/001 0/000 
 10 1/000 1/000 1/000 0/998 0/981 0/895 0/671 0/340 0/082 0/003 0/000 
 11 1/000 1/000 1/000 1/000 0/995 0/962 0/833 0/550 0/202 0/017 0/001 
 12 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/989 0/935 0/754 0/402 0/068 0/007 
 13 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/998 0/982 0/901 0/648 0/211 0/043 
 14 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/997 0/974 0/859 0/485 0/189 
 15 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/997 0/972 0/815 0/560 
 16 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 
             

n=17 0 0/418 0/167 0/023 0/002 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 1 0/792 0/482 0/118 0/019 0/002 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 2 0/950 0/762 0/310 0/077 0/012 0/001 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 3 0/991 0/917 0/549 0/202 0/046 0/006 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 4 0/999 0/978 0/758 0/389 0/126 0/025 0/003 0/000 0/000 0/000 0/000 
 5 1/000 0/995 0/894 0/597 0/264 0/072 0/011 0/001 0/000 0/000 0/000 
 6 1/000 0/999 0/962 0/775 0/448 0/166 0/035 0/003 0/000 0/000 0/000 
 7 1/000 1/000 0/989 0/895 0/641 0/315 0/092 0/013 0/000 0/000 0/000 
 8 1/000 1/000 0/997 0/960 0/801 0/500 0/199 0/040 0/003 0/000 0/000 
 9 1/000 1/000 1/000 0/987 0/908 0/685 0/359 0/105 0/011 0/000 0/000 
 10 1/000 1/000 1/000 0/997 0/965 0/834 0/552 0/225 0/038 0/001 0/000 



 337     جداول

 

 1 جدول يادامه

       p      
  0/05 0/1 0/2 0/3 0/4 0/5 0/6 0/7 0/8 0/9 0/95 
 c            

 11 1/000 1/000 1/000 0/999 0/989 0/928 0/736 0/403 0/106 0/005 0/000 
 12 1/000 1/000 1/000 1/000 0/997 0/975 0/874 0/611 0/242 0/022 0/001 
 13 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/994 0/954 0/798 0/451 0/083 0/009 
 14 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/988 0/923 0/690 0/238 0/050 
 15 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/998 0/981 0/882 0/518 0/208 
 16 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/998 0/977 0/833 0/582 
 17 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 
             

n=18 0 0/397 0/150 0/018 0/002 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 1 0/774 0/450 0/099 0/014 0/001 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 2 0/942 0/734 0/271 0/060 0/008 0/001 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 3 0/989 0/902 0/501 0/165 0/033 0/004 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 4 0/998 0/972 0/716 0/333 0/094 0/015 0/001 0/000 0/000 0/000 0/000 
 5 1/000 0/994 0/867 0/534 0/209 0/048 0/006 0/000 0/000 0/000 0/000 
 6 1/000 0/999 0/949 0/722 0/374 0/119 0/020 0/001 0/000 0/000 0/000 
 7 1/000 1/000 0/984 0/859 0/563 0/240 0/058 0/006 0/000 0/000 0/000 
 8 1/000 1/000 0/996 0/940 0/737 0/407 0/135 0/021 0/001 0/000 0/000 
 9 1/000 1/000 0/999 0/979 0/865 0/593 0/263 0/060 0/004 0/000 0/000 
 10 1/000 1/000 1/000 0/994 0/942 0/760 0/437 0/141 0/016 0/000 0/000 
 11 1/000 1/000 1/000 0/999 0/980 0/881 0/626 0/278 0/051 0/001 0/000 
 12 1/000 1/000 1/000 1/000 0/994 0/952 0/791 0/466 0/133 0/006 0/000 
 13 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/985 0/906 0/667 0/284 0/028 0/002 
 14 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/996 0/967 0/835 0/499 0/098 0/011 
 15 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/992 0/940 0/729 0/266 0/058 
 16 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/986 0/901 0/550 0/226 
 17 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/998 0/982 0/850 0/603 
 18 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 
             

n=19 0 0/377 0/135 0/014 0/001 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 1 0/755 0/420 0/083 0/010 0/001 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 2 0/933 0/705 0/237 0/046 0/005 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 3 0/987 0/885 0/455 0/133 0/023 0/002 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 4 0/998 0/965 0/673 0/282 0/070 0/010 0/001 0/000 0/000 0/000 0/000 
 5 1/000 0/991 0/837 0/474 0/163 0/032 0/003 0/000 0/000 0/000 0/000 
 6 1/000 0/998 0/932 0/666 0/308 0/084 0/012 0/001 0/000 0/000 0/000 
 7 1/000 1/000 0/977 0/818 0/488 0/180 0/035 0/003 0/000 0/000 0/000 
 8 1/000 1/000 0/993 0/916 0/667 0/324 0/088 0/011 0/000 0/000 0/000 
 9 1/000 1/000 0/998 0/967 0/814 0/500 0/186 0/033 0/002 0/000 0/000 
 10 1/000 1/000 1/000 0/989 0/912 0/676 0/333 0/084 0/007 0/000 0/000 
 11 1/000 1/000 1/000 0/997 0/965 0/820 0/512 0/182 0/023 0/000 0/000 
 12 1/000 1/000 1/000 0/999 0/988 0/916 0/692 0/334 0/068 0/002 0/000 
 13 1/000 1/000 1/000 1/000 0/997 0/968 0/837 0/526 0/163 0/009 0/000 
 14 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/990 0/930 0/718 0/327 0/035 0/002 
 15 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/998 0/977 0/867 0/545 0/115 0/013 
 16 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/995 0/954 0/763 0/295 0/067 
 17 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/990 0/917 0/580 0/245 
 18 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/986 0/865 0/623 



 2     آمار و احتمال 338

 1 جدول يادامه

       p      
 c 0/05 0/1 0/2 0/3 0/4 0/5 0/6 0/7 0/8 0/9 0/95 

n=20 0 0/358 0/122 0/012 0/001 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 1 0/736 0/392 0/069 0/008 0/001 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 2 0/925 0/677 0/206 0/035 0/004 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 3 0/984 0/867 0/411 0/107 0/016 0/001 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 4 0/997 0/957 0/630 0/238 0/051 0/006 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 5 1/000 0/989 0/804 0/416 0/126 0/021 0/002 0/000 0/000 0/000 0/000 
 6 1/000 0/998 0/913 0/608 0/250 0/058 0/006 0/000 0/000 0/000 0/000 
 7 1/000 1/000 0/968 0/772 0/416 0/132 0/021 0/001 0/000 0/000 0/000 
 8 1/000 1/000 0/990 0/887 0/596 0/252 0/057 0/005 0/000 0/000 0/000 
 9 1/000 1/000 0/997 0/952 0/755 0/412 0/128 0/017 0/001 0/000 0/000 
 10 1/000 1/000 0/999 0/983 0/872 0/588 0/245 0/048 0/003 0/000 0/000 
 11 1/000 1/000 1/000 0/995 0/943 0/748 0/404 0/113 0/010 0/000 0/000 
 12 1/000 1/000 1/000 0/999 0/979 0/868 0/584 0/228 0/032 0/000 0/000 
 13 1/000 1/000 1/000 1/000 0/994 0/942 0/750 0/392 0/087 0/002 0/000 
 14 1/000 1/000 1/000 1/000 0/998 0/979 0/874 0/584 0/196 0/011 0/000 
 15 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/994 0/949 0/762 0/370 0/043 0/003 
 16 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/984 0/893 0/589 0/133 0/016 
 17 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/996 0/965 0/794 0/323 0/075 
 18 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/992 0/931 0/608 0/264 
 19 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/988 0/878 0/642 
 20 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 
             

n=21 0 0/341 0/109 0/009 0/001 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 1 0/717 0/365 0/058 0/006 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 2 0/915 0/648 0/179 0/027 0/002 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 3 0/981 0/848 0/370 0/086 0/011 0/001 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 4 0/997 0/948 0/586 0/198 0/037 0/004 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 5 1/000 0/986 0/769 0/363 0/096 0/013 0/001 0/000 0/000 0/000 0/000 
 6 1/000 0/997 0/891 0/551 0/200 0/039 0/004 0/000 0/000 0/000 0/000 
 7 1/000 0/999 0/957 0/723 0/350 0/095 0/012 0/001 0/000 0/000 0/000 
 8 1/000 1/000 0/986 0/852 0/524 0/192 0/035 0/002 0/000 0/000 0/000 
 9 1/000 1/000 0/996 0/932 0/691 0/332 0/085 0/009 0/000 0/000 0/000 
 10 1/000 1/000 0/999 0/974 0/826 0/500 0/174 0/026 0/001 0/000 0/000 
 11 1/000 1/000 1/000 0/991 0/915 0/668 0/309 0/068 0/004 0/000 0/000 
 12 1/000 1/000 1/000 0/998 0/965 0/808 0/476 0/148 0/014 0/000 0/000 
 13 1/000 1/000 1/000 0/999 0/988 0/905 0/650 0/277 0/043 0/001 0/000 
 14 1/000 1/000 1/000 1/000 0/996 0/961 0/800 0/449 0/109 0/003 0/000 
 15 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/987 0/904 0/637 0/231 0/014 0/000 
 16 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/996 0/963 0/802 0/414 0/052 0/003 
 17 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/989 0/914 0/630 0/152 0/019 
 18 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/998 0/973 0/821 0/352 0/085 
 19 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/994 0/942 0/635 0/283 
 20 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/991 0/891 0/659 
 21 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 
             

  

  

  



 339     جداول

 1 جدول يهادام

       p      
 c 0/05 0/1 0/2 0/3 0/4 0/5 0/6 0/7 0/8 0/9 0/95 

n=22 0 0/324 0/098 0/007 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 1 0/698 0/339 0/048 0/004 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 2 0/905 0/620 0/154 0/021 0/002 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 3 0/978 0/828 0/332 0/068 0/008 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 4 0/996 0/938 0/543 0/165 0/027 0/002 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 5 0/999 0/982 0/733 0/313 0/072 0/008 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 6 1/000 0/996 0/867 0/494 0/158 0/026 0/002 0/000 0/000 0/000 0/000 
 7 1/000 0/999 0/944 0/671 0/290 0/067 0/007 0/000 0/000 0/000 0/000 
 8 1/000 1/000 0/980 0/814 0/454 0/143 0/021 0/001 0/000 0/000 0/000 
 9 1/000 1/000 0/994 0/908 0/624 0/262 0/055 0/004 0/000 0/000 0/000 
 10 1/000 1/000 0/998 0/961 0/772 0/416 0/121 0/014 0/000 0/000 0/000 
 11 1/000 1/000 1/000 0/986 0/879 0/584 0/228 0/039 0/002 0/000 0/000 
 12 1/000 1/000 1/000 0/996 0/945 0/738 0/376 0/092 0/006 0/000 0/000 
 13 1/000 1/000 1/000 0/999 0/979 0/857 0/546 0/186 0/020 0/000 0/000 
 14 1/000 1/000 1/000 1/000 0/993 0/933 0/710 0/329 0/056 0/001 0/000 
 15 1/000 1/000 1/000 1/000 0/998 0/974 0/842 0/506 0/133 0/004 0/000 
 16 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/992 0/928 0/687 0/267 0/018 0/001 
 17 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/998 0/973 0/835 0/457 0/062 0/004 
 18 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/992 0/932 0/668 0/172 0/022 
 19 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/998 0/979 0/846 0/380 0/095 
 20 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/996 0/952 0/661 0/302 
 21 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/993 0/902 0/676 
 22 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 
             

n=23 0 0/307 0/089 0/006 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 1 0/679 0/315 0/040 0/003 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 2 0/895 0/592 0/133 0/016 0/001 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 3 0/974 0/807 0/297 0/054 0/005 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 4 0/995 0/927 0/501 0/136 0/019 0/001 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 5 0/999 0/977 0/695 0/269 0/054 0/005 0/000 0/000 0/000 0/000 0/000 
 6 1/000 0/994 0/840 0/440 0/124 0/017 0/001 0/000 0/000 0/000 0/000 
 7 1/000 0/999 0/928 0/618 0/237 0/047 0/004 0/000 0/000 0/000 0/000 
 8 1/000 1/000 0/973 0/771 0/388 0/105 0/013 0/001 0/000 0/000 0/000 
 9 1/000 1/000 0/991 0/880 0/556 0/202 0/035 0/002 0/000 0/000 0/000 
 10 1/000 1/000 0/997 0/945 0/713 0/339 0/081 0/007 0/000 0/000 0/000 
 11 1/000 1/000 0/999 0/979 0/836 0/500 0/164 0/021 0/001 0/000 0/000 
 12 1/000 1/000 1/000 0/993 0/919 0/661 0/287 0/055 0/003 0/000 0/000 
 13 1/000 1/000 1/000 0/998 0/965 0/798 0/444 0/120 0/009 0/000 0/000 
 14 1/000 1/000 1/000 0/999 0/987 0/895 0/612 0/229 0/027 0/000 0/000 
 15 1/000 1/000 1/000 1/000 0/996 0/953 0/763 0/382 0/072 0/001 0/000 
 16 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/983 0/876 0/560 0/160 0/006 0/000 
 17 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/995 0/946 0/731 0/305 0/023 0/001 
 18 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/981 0/864 0/499 0/073 0/005 
 19 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/995 0/946 0/703 0/193 0/026 
 20 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/984 0/867 0/408 0/105 
 21 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/997 0/960 0/685 0/321 
 22 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/994 0/911 0/693 
 23 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 

 



  2آمار و احتمال      340

هاي پواسون احتمال. 2جدول 
∑
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][  

 
 

c 0/1 0/2 0/3 0/4 0/5 0/6 0/7 0/8 0/9 1 
0 0/905 0/819 0/741 0/670 0/607 0/549 0/497 0/449 0/407 0/368 
1 0/995 0/982 0/963 0/938 0/910 0/878 0/844 0/809 0/772 0/736 
2 1/000 0/999 0/996 0/992 0/986 0/977 0/966 0/953 0/937 0/920 
3 1/000 1/000 1/000 0/999 0/998 0/997 0/994 0/991 0/987 0/981 
4 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/999 0/998 0/996 
5 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 
6 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 
7 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 

           
     m      
c 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8 1/9 2 
0 0/333 0/301 0/273 0/247 0/223 0/202 0/183 0/165 0/150 0/135 
1 0/699 0/663 0/627 0/592 0/558 0/525 0/493 0/463 0/434 0/406 
2 0/900 0/879 0/857 0/833 0/809 0/783 0/757 0/731 0/704 0/677 
3 0/974 0/966 0/957 0/946 0/934 0/921 0/907 0/891 0/875 0/857 
4 0/995 0/992 0/989 0/986 0/981 0/976 0/970 0/964 0/956 0/947 
5 0/999 0/998 0/998 0/997 0/996 0/994 0/992 0/990 0/987 0/983 
6 1/000 1/000 1/000 0/999 0/999 0/999 0/998 0/997 0/997 0/995 
7 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/999 0/999 
8 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 
9 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 

           
     m      
c 2/1 2/2 2/3 2/4 2/5 2/6 2/7 2/8 2/9 3 
0 0/122 0/111 0/100 0/091 0/082 0/074 0/067 0/061 0/055 0/050 
1 0/380 0/355 0/331 0/308 0/287 0/267 0/249 0/231 0/215 0/199 
2 0/650 0/623 0/596 0/570 0/544 0/518 0/494 0/469 0/446 0/423 
3 0/839 0/819 0/799 0/779 0/758 0/736 0/714 0/692 0/670 0/647 
4 0/938 0/928 0/916 0/904 0/891 0/877 0/863 0/848 0/832 0/815 
5 0/980 0/975 0/970 0/964 0/958 0/951 0/943 0/935 0/926 0/916 
6 0/994 0/993 0/991 0/988 0/986 0/983 0/979 0/976 0/971 0/966 
7 0/999 0/998 0/997 0/997 0/996 0/995 0/993 0/992 0/990 0/988 
8 1/000 1/000 0/999 0/999 0/999 0/999 0/998 0/998 0/997 0/996 
9 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/999 0/999 0/999 
10 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 
11 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 
12 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 

 
 

 

 

 



  341     جداول 

 

 

 

 2 جدول يادامه
     m      
c 3/1 3/2 3/3 3/4 3/5 3/6 3/7 3/8 3/9 4 
0 0/045 0/041 0/037 0/033 0/030 0/027 0/025 0/022 0/020 0/018 
1 0/185 0/171 0/159 0/147 0/136 0/126 0/116 0/107 0/099 0/092 
2 0/401 0/380 0/359 0/340 0/321 0/303 0/285 0/269 0/253 0/238 
3 0/625 0/603 0/580 0/558 0/537 0/515 0/494 0/473 0/453 0/433 
4 0/798 0/781 0/763 0/744 0/725 0/706 0/687 0/668 0/648 0/629 
5 0/906 0/895 0/883 0/871 0/858 0/844 0/830 0/816 0/801 0/785 
6 0/961 0/955 0/949 0/942 0/935 0/927 0/918 0/909 0/899 0/889 
7 0/986 0/983 0/980 0/977 0/973 0/969 0/965 0/960 0/955 0/949 
8 0/995 0/994 0/993 0/992 0/990 0/988 0/986 0/984 0/981 0/979 
9 0/999 0/998 0/998 0/997 0/997 0/996 0/995 0/994 0/993 0/992 
10 1/000 1/000 0/999 0/999 0/999 0/999 0/998 0/998 0/998 0/997 
11 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/999 0/999 
12 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 
13 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 
14 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 

           
     m      
c 4/5 5 5/5 6 6/5 7 7/5 8 8/5 9 
0 0/011 0/007 0/004 0/002 0/002 0/001 0/001 0/000 0/000 0/000 
1 0/061 0/040 0/027 0/017 0/011 0/007 0/005 0/003 0/002 0/001 
2 0/174 0/125 0/088 0/062 0/043 0/030 0/020 0/014 0/009 0/006 
3 0/342 0/265 0/202 0/151 0/112 0/082 0/059 0/042 0/030 0/021 
4 0/532 0/440 0/358 0/285 0/224 0/173 0/132 0/100 0/074 0/055 
5 0/703 0/616 0/529 0/446 0/369 0/301 0/241 0/191 0/150 0/116 
6 0/831 0/762 0/686 0/606 0/527 0/450 0/378 0/313 0/256 0/207 
7 0/913 0/867 0/809 0/744 0/673 0/599 0/525 0/453 0/386 0/324 
8 0/960 0/932 0/894 0/847 0/792 0/729 0/662 0/593 0/523 0/456 
9 0/983 0/968 0/946 0/916 0/877 0/830 0/776 0/717 0/653 0/587 
10 0/993 0/986 0/975 0/957 0/933 0/901 0/862 0/816 0/763 0/706 
11 0/998 0/995 0/989 0/980 0/966 0/947 0/921 0/888 0/849 0/803 
12 0/999 0/998 0/996 0/991 0/984 0/973 0/957 0/936 0/909 0/876 
13 1/000 0/999 0/998 0/996 0/993 0/987 0/978 0/966 0/949 0/926 
14 1/000 1/000 0/999 0/999 0/997 0/994 0/990 0/983 0/973 0/959 
15 1/000 1/000 1/000 0/999 0/999 0/998 0/995 0/992 0/986 0/978 
16 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/998 0/996 0/993 0/989 
17 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/998 0/997 0/995 
18 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/999 0/998 
19 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 0/999 0/999 
20 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 
21 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 
22 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 1/000 
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هاي نرمال استاندارد احتمال. 3جدول   

 
z 0 0/01 0/02 0/03 0/04 0/05 0/06 0/07 0/08 0/09 

-3/5 0/0002 0/0002 0/0002 0/0002 0/0002 0/0002 0/0002 0/0002 0/0002 0/0002 
-3/4 0/0003 0/0003 0/0003 0/0003 0/0003 0/0003 0/0003 0/0003 0/0003 0/0002 
-3/3 0/0005 0/0005 0/0005 0/0004 0/0004 0/0004 0/0004 0/0004 0/0004 0/0003 
-3/2 0/0007 0/0007 0/0006 0/0006 0/0006 0/0006 0/0006 0/0005 0/0005 0/0005 
-3/1 0/0010 0/0009 0/0009 0/0009 0/0008 0/0008 0/0008 0/0008 0/0007 0/0007 
-3 0/0013 0/0013 0/0013 0/0012 0/0012 0/0011 0/0011 0/0011 0/0010 0/0010 
            

-2/9 0/0019 0/0018 0/0018 0/0017 0/0016 0/0016 0/0015 0/0015 0/0014 0/0014 
-2/8 0/0026 0/0025 0/0024 0/0023 0/0023 0/0022 0/0021 0/0021 0/0020 0/0019 
-2/7 0/0035 0/0034 0/0033 0/0032 0/0031 0/0030 0/0029 0/0028 0/0027 0/0026 
-2/6 0/0047 0/0045 0/0044 0/0043 0/0041 0/0040 0/0039 0/0038 0/0037 0/0036 
-2/5 0/0062 0/0060 0/0059 0/0057 0/0055 0/0054 0/0052 0/0051 0/0049 0/0048 
-2/4 0/0082 0/0080 0/0078 0/0075 0/0073 0/0071 0/0069 0/0068 0/0066 0/0064 
-2/3 0/0107 0/0104 0/0102 0/0099 0/0096 0/0094 0/0091 0/0089 0/0087 0/0084 
-2/2 0/0139 0/0136 0/0132 0/0129 0/0125 0/0122 0/0119 0/0116 0/0113 0/0110 
-2/1 0/0179 0/0174 0/0170 0/0166 0/0162 0/0158 0/0154 0/0150 0/0146 0/0143 
-2 0/0228 0/0222 0/0217 0/0212 0/0207 0/0202 0/0197 0/0192 0/0188 0/0183 
            

-1/9 0/0287 0/0281 0/0274 0/0268 0/0262 0/0256 0/0250 0/0244 0/0239 0/0233 
-1/8 0/0359 0/0351 0/0344 0/0336 0/0329 0/0322 0/0314 0/0307 0/0301 0/0294 
-1/7 0/0446 0/0436 0/0427 0/0418 0/0409 0/0401 0/0392 0/0384 0/0375 0/0367 
-1/6 0/0548 0/0537 0/0526 0/0516 0/0505 0/0495 0/0485 0/0475 0/0465 0/0455 
-1/5 0/0668 0/0655 0/0643 0/0630 0/0618 0/0606 0/0594 0/0582 0/0571 0/0559 
-1/4 0/0808 0/0793 0/0778 0/0764 0/0749 0/0735 0/0721 0/0708 0/0694 0/0681 
-1/3 0/0968 0/0951 0/0934 0/0918 0/0901 0/0885 0/0869 0/0853 0/0838 0/0823 
-1/2 0/1151 0/1131 0/1112 0/1093 0/1075 0/1056 0/1038 0/1020 0/1003 0/0985 
-1/1 0/1357 0/1335 0/1314 0/1292 0/1271 0/1251 0/1230 0/1210 0/1190 0/1170 
-1 0/1587 0/1562 0/1539 0/1515 0/1492 0/1469 0/1446 0/1423 0/1401 0/1379 
            

-0/9 0/1841 0/1814 0/1788 0/1762 0/1736 0/1711 0/1685 0/1660 0/1635 0/1611 
-0/8 0/2119 0/2090 0/2061 0/2033 0/2005 0/1977 0/1949 0/1922 0/1894 0/1867 
-0/7 0/2420 0/2389 0/2358 0/2327 0/2296 0/2266 0/2236 0/2206 0/2177 0/2148 
-0/6 0/2743 0/2709 0/2676 0/2643 0/2611 0/2578 0/2546 0/2514 0/2483 0/2451 
-0/5 0/3085 0/3050 0/3015 0/2981 0/2946 0/2912 0/2877 0/2843 0/2810 0/2776 
-0/4 0/3446 0/3409 0/3372 0/3336 0/3300 0/3264 0/3228 0/3192 0/3156 0/3121 
-0/3 0/3821 0/3783 0/3745 0/3707 0/3669 0/3632 0/3594 0/3557 0/3520 0/3483 
-0/2 0/4207 0/4168 0/4129 0/4090 0/4052 0/4013 0/3974 0/3936 0/3897 0/3859 
-0/1 0/4602 0/4562 0/4522 0/4483 0/4443 0/4404 0/4364 0/4325 0/4286 0/4247 

0 0/5000 0/4960 0/4920 0/4880 0/4840 0/4801 0/4761 0/4721 0/4681 0/4641 

 

 

 



 343    جداول 

3 جدول يادامه  

z 0 0/01 0/02 0/03 0/04 0/05 0/06 0/07 0/08 0/09 
0 0/5000 0/5040 0/5080 0/5120 0/5160 0/5199 0/5239 0/5279 0/5319 0/5359 

0/1 0/5398 0/5438 0/5478 0/5517 0/5557 0/5596 0/5636 0/5675 0/5714 0/5753 
0/2 0/5793 0/5832 0/5871 0/5910 0/5948 0/5987 0/6026 0/6064 0/6103 0/6141 
0/3 0/6179 0/6217 0/6255 0/6293 0/6331 0/6368 0/6406 0/6443 0/6480 0/6517 
0/4 0/6554 0/6591 0/6628 0/6664 0/6700 0/6736 0/6772 0/6808 0/6844 0/6879 
0/5 0/6915 0/6950 0/6985 0/7019 0/7054 0/7088 0/7123 0/7157 0/7190 0/7224 
0/6 0/7257 0/7291 0/7324 0/7357 0/7389 0/7422 0/7454 0/7486 0/7517 0/7549 
0/7 0/7580 0/7611 0/7642 0/7673 0/7704 0/7734 0/7764 0/7794 0/7823 0/7852 
0/8 0/7881 0/7910 0/7939 0/7967 0/7995 0/8023 0/8051 0/8078 0/8106 0/8133 
0/9 0/8159 0/8186 0/8212 0/8238 0/8264 0/8289 0/8315 0/8340 0/8365 0/8389 

            
1 0/8413 0/8438 0/8461 0/8485 0/8508 0/8531 0/8554 0/8577 0/8599 0/8621 

1/1 0/8643 0/8665 0/8686 0/8708 0/8729 0/8749 0/8770 0/8790 0/8810 0/8830 
1/2 0/8849 0/8869 0/8888 0/8907 0/8925 0/8944 0/8962 0/8980 0/8997 0/9015 
1/3 0/9032 0/9049 0/9066 0/9082 0/9099 0/9115 0/9131 0/9147 0/9162 0/9177 
1/4 0/9192 0/9207 0/9222 0/9236 0/9251 0/9265 0/9279 0/9292 0/9306 0/9319 
1/5 0/9332 0/9345 0/9357 0/9370 0/9382 0/9394 0/9406 0/9418 0/9429 0/9441 
1/6 0/9452 0/9463 0/9474 0/9484 0/9495 0/9505 0/9515 0/9525 0/9535 0/9545 
1/7 0/9554 0/9564 0/9573 0/9582 0/9591 0/9599 0/9608 0/9616 0/9625 0/9633 
1/8 0/9641 0/9649 0/9656 0/9664 0/9671 0/9678 0/9686 0/9693 0/9699 0/9706 
1/9 0/9713 0/9719 0/9726 0/9732 0/9738 0/9744 0/9750 0/9756 0/9761 0/9767 

            
2 0/9772 0/9778 0/9783 0/9788 0/9793 0/9798 0/9803 0/9808 0/9812 0/9817 

2/1 0/9821 0/9826 0/9830 0/9834 0/9838 0/9842 0/9846 0/9850 0/9854 0/9857 
2/2 0/9861 0/9864 0/9868 0/9871 0/9875 0/9878 0/9881 0/9884 0/9887 0/9890 
2/3 0/9893 0/9896 0/9898 0/9901 0/9904 0/9906 0/9909 0/9911 0/9913 0/9916 
2/4 0/9918 0/9920 0/9922 0/9925 0/9927 0/9929 0/9931 0/9932 0/9934 0/9936 
2/5 0/9938 0/9940 0/9941 0/9943 0/9945 0/9946 0/9948 0/9949 0/9951 0/9952 
2/6 0/9953 0/9955 0/9956 0/9957 0/9959 0/9960 0/9961 0/9962 0/9963 0/9964 
2/7 0/9965 0/9966 0/9967 0/9968 0/9969 0/9970 0/9971 0/9972 0/9973 0/9974 
2/8 0/9974 0/9975 0/9976 0/9977 0/9977 0/9978 0/9979 0/9979 0/9980 0/9981 
2/9 0/9981 0/9982 0/9982 0/9983 0/9984 0/9984 0/9985 0/9985 0/9986 0/9986 

            
3 0/9987 0/9987 0/9987 0/9988 0/9988 0/9989 0/9989 0/9989 0/9990 0/9990 

3/1 0/9990 0/9991 0/9991 0/9991 0/9992 0/9992 0/9992 0/9992 0/9993 0/9993 
3/2 0/9993 0/9993 0/9994 0/9994 0/9994 0/9994 0/9994 0/9995 0/9995 0/9995 
3/3 0/9995 0/9995 0/9995 0/9996 0/9996 0/9996 0/9996 0/9996 0/9996 0/9997 
3/4 0/9997 0/9997 0/9997 0/9997 0/9997 0/9997 0/9997 0/9997 0/9997 0/9998 
3/5 0/9998 0/9998 0/9998 0/9998 0/9998 0/9998 0/9998 0/9998 0/9998 0/9998 

 



344   

  

   دوخيتوزيع مقادير . 4جدول 

α  
0/995 0/99 0/975 0/95 0/80 0/70 0/30 0/20 0/10 0/05 0/025 0/01 0/005 df 

7/879 6/635 5/024 3/841 1/642 1/074 0/148 0/064 0/016 0/004 0/001 0/000 0/000 1 
10/597 9/210 7/378 5/991 3/219 2/408 0/713 0/446 0/211 0/103 0/051 0/020 0/010 2 
12/838 11/345 9/348 7/815 4/642 3/665 1/424 1/005 0/584 0/352 0/216 0/115 0/072 3 
14/860 13/277 11/143 9/488 5/989 4/878 2/195 1/649 1/064 0/711 0/484 0/297 0/207 4 
16/750 15/086 12/833 11/070 7/289 6/064 3/000 2/343 1/610 1/145 0/831 0/554 0/412 5 
18/548 16/812 14/449 12/592 8/558 7/231 3/828 3/070 2/204 1/635 1/237 0/872 0/676 6 
20/278 18/475 16/013 14/067 9/803 8/383 4/671 3/822 2/833 2/167 1/690 1/239 0/989 7 
21/955 20/090 17/535 15/507 11/030 9/524 5/527 4/594 3/490 2/733 2/180 1/646 1/344 8 
23/589 21/666 19/023 16/919 12/242 10/656 6/393 5/380 4/168 3/325 2/700 2/088 1/735 9 
25/188 23/209 20/483 18/307 13/442 11/781 7/267 6/179 4/865 3/940 3/247 2/558 2/156 10 
26/757 24/725 21/920 19/675 14/631 12/899 8/148 6/989 5/578 4/575 3/816 3/053 2/603 11 
28/300 26/217 23/337 21/026 15/812 14/011 9/034 7/807 6/304 5/226 4/404 3/571 3/074 12 
29/819 27/688 24/736 22/362 16/985 15/119 9/926 8/634 7/042 5/892 5/009 4/107 3/565 13 
31/319 29/141 26/119 23/685 18/151 16/222 10/821 9/467 7/790 6/571 5/629 4/660 4/075 14 
32/801 30/578 27/488 24/996 19/311 17/322 11/721 10/307 8/547 7/261 6/262 5/229 4/601 15 
34/267 32/000 28/845 26/296 20/465 18/418 12/624 11/152 9/312 7/962 6/908 5/812 5/142 16 
35/718 33/409 30/191 27/587 21/615 19/511 13/531 12/002 10/085 8/672 7/564 6/408 5/697 17 
37/156 34/805 31/526 28/869 22/760 20/601 14/440 12/857 10/865 9/390 8/231 7/015 6/265 18 
38/582 36/191 32/852 30/144 23/900 21/689 15/352 13/716 11/651 10/117 8/907 7/633 6/844 19 
39/997 37/566 34/170 31/410 25/038 22/775 16/266 14/578 12/443 10/851 9/591 8/260 7/434 20 
41/401 38/932 35/479 32/671 26/171 23/858 17/182 15/445 13/240 11/591 10/283 8/897 8/034 21 
42/796 40/289 36/781 33/924 27/301 24/939 18/101 16/314 14/041 12/338 10/982 9/542 8/643 22 
44/181 41/638 38/076 35/172 28/429 26/018 19/021 17/187 14/848 13/091 11/689 10/196 9/260 23 
45/559 42/980 39/364 36/415 29/553 27/096 19/943 18/062 15/659 13/848 12/401 10/856 9/886 24 
46/928 44/314 40/646 37/652 30/675 28/172 20/867 18/940 16/473 14/611 13/120 11/524 10/520 25 
48/290 45/642 41/923 38/885 31/795 29/246 21/792 19/820 17/292 15/379 13/844 12/198 11/160 26 
49/645 46/963 43/195 40/113 32/912 30/319 22/719 20/703 18/114 16/151 14/573 12/879 11/808 27 
50/993 48/278 44/461 41/337 34/027 31/391 23/647 21/588 18/939 16/928 15/308 13/565 12/461 28 
52/336 49/588 45/722 42/557 35/139 32/461 24/577 22/475 19/768 17/708 16/047 14/256 13/121 29 
53/672 50/892 46/979 43/773 36/250 33/530 25/508 23/364 20/599 18/493 16/791 14/953 13/787 30 
66/766 63/691 59/342 55/758 47/269 44/165 34/872 32/345 29/051 26/509 24/433 22/164 20/707 40 
79/490 76/154 71/420 67/505 58/164 54/723 44/313 41/449 37/689 34/764 32/357 29/707 27/991 50 
91/952 88/379 83/298 79/082 68/972 65/227 53/809 50/641 46/459 43/188 40/482 37/485 35/534 60 

  



345 

  

  تيتوزيع مقادير . 5جدول 

  
 alpha 

df 0/1 0/05 0/025 0/01 0/005 df 
1 6/31 12/71 25/45 63/66 127/32 1 
2 2/92 4/3 6/21 9/92 14/09 2 
3 2/35 3/18 4/18 5/84 7/45 3 
4 2/13 2/78 3/5 4/6 5/6 4 
5 2/02 2/57 3/16 4/03 4/77 5 
6 1/94 2/45 2/97 3/71 4/32 6 
7 1/89 2/36 2/84 3/5 4/03 7 
8 1/86 2/31 2/75 3/36 3/83 8 
9 1/83 2/26 2/69 3/25 3/69 9 
10 1/81 2/23 2/63 3/17 3/58 10 
12 1/78 2/18 2/56 3/05 3/43 12 
15 1/75 2/13 2/49 2/95 3/29 15 
20 1/72 2/09 2/42 2/85 3/15 20 
24 1/71 2/06 2/39 2/8 3/09 24 
30 1/7 2/04 2/36 2/75 3/03 30 
40 1/68 2/02 2/33 2/7 2/97 40 
60 1/67 2 2/3 2/66 2/91 60 
120 1/66 1/98 2/27 2/62 2/86 120 

1000 1/65 1/96 2/24 2/58 2/81 1000 
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مقادير . 6 جدول
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