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 حد راست و حد چپ)حدهای یکطرفه( .1

 در این فصل برآنیم تا رفتار برخی توابع خاص را بررسی کنیم، 

 

 همسایگی یادآوری: .2

اگر بازه  ,a b  0شاملx  باشد، یعنی 0 ,x a b  آنگاه بازه ,a b  0را یک همسایگی برایx .می نامیم 

 

بازه های مثال:  1,5  و 1.99,2.01  بازه اما  هستند 2همسایگی برای 3,4  نیست. 2همسایگی برای 

 

 بنویسید: 1دو همسایگی برای مثال: 
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اگر تمرین:   .3 1,2 3x x   باشد، حدود  2یک همسایگی برایx کدام است؟ 

 حل: 

 
3

1 2 3 1
2 1,2 3 1 2 2 3 31

2 2 3 1 2 2
2

x
x x

x x x x x
x x x


    

               
      


 

 

 همسایگی مجذوف: .4
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 میل کردنیادآوری:  .5

 

چنان نزدیک شود، که اولا فاصله  aبه عددی مانند  xهرگاه مقادیر متغیری مانند 

آن تا عدد موردنظر کاهش یابد و ثانیا هرچقدر بخواهد بتواند به آن نزدیک شود، 

xمیل می کند.)نزدیک می شود( و می نویسیم  aبه  xمی گوئیم  a. 

 

میل کرددن از راست و چپ نیز به طور مشابه تعریف می شود.  توجه:  
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) توابعنمودار  مثال: .6 ) 1f x x   و( ) 1f x x  به صورت زیر است 

 

  

1xدر نقطه این توابع   فاقد حد هستند، چرا؟ 
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2تابع ثال: م .7

      

         

3 , 2
( )

, 2  

x x
f x

x x

  
 


 است.زیر دار تابع در شکل ونمرا در نظر داشته باشید،  

 

2xوقتی  الف( .8  مقادیر تابع ،f به چه عددی نزدیک می شوند؟ 

 

2xوقتی  ب( .9  مقادیر تابع ،f به چه عددی نزدیک می شوند؟ 

 

 حد دارد؟ 2xدر  fآیا تابع  ج( .10
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تابع مثال:   .11
Sin

( )
x

f x
x

  ،با نمودار زیر را در نظر بگیرید 

0رفتار تابع را وقتی  , 0x x   .بررسی کنید 

 

0x              0x  
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 : مرینت .12
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 حد راست:  .13

 

 

 حد چپ:  .14
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 تذکر:  .15

 

xدر نقطه  fتابع  a ،دارای حد است اگر و تنها اگر 

 حد چپ و راست تابع در این نقطه برابر باشند.

 

 : تذکر  .16

 

xدر نقطه  fتابع اگر  a  و حد چپ  استردارای حد 

 نابرابر باشد، آنگاه در این نقطه، حد ندارد.
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تابع  مثال: .17
Sin

( )
x

f x
x

  0در نقطهx  حد دارد 

و  
0 0

Sin
lim ( ) lim 1
x x

x
f x

x 
 . 

 

 

2تابع  مثال:  .18

      

         

3 , 2
( )

, 2  

x x
f x

x x

  
 


2xدر نقطه     حد ندارد 

چون 
2 2

lim ( ) 1, lim ( ) 4
x x

f x f x
  

 . 
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تابع : مثال  .19 ( )f x x  3در نقطهx  حد ندارد چون 

3 3
lim ( ) 3, lim ( ) 2
x x

f x f x
  

 ، 

 

xاما در نقطه    چوندارد حد 

 lim ( ) lim ( ) 3
x x

f x f x
 


  

  . 
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 به صورت زیر داده شده است،  fنمودار تابع تمرین:  .20

 مقادیر خواسته شده را در صورت وجود بنویسید.
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 تمرین: .21

1xتابعی رسم کنید که در یک همسایگی  الف:  .تعریف شده اما در این نقطه حد نداشته باشد 

1xب: تابعی رسم کنید که در   .حد راست و چپ برابر داشته باشد 

1xج: تابعی رسم کنید که در   .حد راست و چپ نابرابر داشته باشد 
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 به صورت زیر داده شده است،  fنمودار تابع تمرین:  .22

 مقادیر خواسته شده را در صورت وجود بنویسید.
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 توابع مساوی و حد: .23

 

 

 تمرین:  .24

مقدار 
 

0
lim
x

x

x
 را محاسبه کنید. 

 

برای  از آنجا که 0,1x  داریم  0x ، 

پس 
 

    0 , 0
x

x
x

   در نتیجه
 

0
lim 0
x

x

x
. 

0x حالت این تابع برایوجه: ت شود و لذا در این نقطه حد ندارد.، تعریف نمی  
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 تمرین:  .25

مقدار 
0

lim
x

x

x
و   

0
lim
x

x

x
0و  

lim
x

x

x .را محاسبه کنید 
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2نمودار تابع تمرین:  .26

2 1      

   

,
( )

2 , 0 

0x
f

x

x
x

x x






 


 عرا رسم کرده و مقادیر حد راست و چپ تاب 

0xرا در نقطه   .بیابید 

0

0

0

lim ( )

lim ( )

lim ( )

x

x

x

f x

f x

f x















 

 

2نمودار تابع تمرین:  .27

2 1      

   

,
( )

2 , 0 

0x
f

x

x
x

x x






 


را در نقطه  عرا رسم کرده و مقادیر حد راست و چپ تاب 

0x  .بیابید 
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)2حد تابع تمرین:  .28 )f x x x   1را در نقطهx  .بررسی کنید 

 دامنه تابع را تعیین می کنیمحل: 

   2 0 ( 1) 0 1 0 ,0 1,fx x x x x orx D            

1پس 
lim ( )
x

f x
  1و لذا وجود ندارد

lim ( )
x

f x
 .وجود ندارد 

 

)2حد تابع تمرین:  .29 )f x x x   0را در نقطهx  .بررسی کنید 

 

حد تابع تمرین:  .30 
( )

2

x
f x

x


  2را در نقطهx  .بررسی کنید 
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)2نمودار تابع الف:  .31 ) 2f x x x  .را رسم کنید 

1مقادیر ب: 
lim ( )
x

f x
  1و

lim ( )
x

f x


 
  و  

1
lim ( )
x

f x
 .بیابید 

 از آنجا که

 
22 2( ) 2 2 1 1 1 1f x x x x x x         

2yنمودار تابع از انتقال سهمی  x  به سمت

 راس و پایین، به دست می آید. بدیهی است که 

1
lim ( ) 1
x

f x


 . 

1xاز نمودار پیداست که وقتی    مقادیر تابع در بازه 1,0  قراردارند و لذا 

 
1

lim ( ) 1 1
x

f x




      
   
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)نمودار تابع الف:  .32 ) Sinf x x .را رسم کنید 

مقادیر ب: 
2

lim ( )
x

f x


  و
2

lim ( )
x

f x




 
 
  

 و  
2

lim ( )
x

f x


 .بیابید 

 

 

)نمودار تابع الف:  .33 )f x x .را رسم کنید 

limمقادیر ب: 
x a

x
  وlim

x a
x



 
   وlim

x a
x


   ( .بیابیدa R) 

 پیروز باشید

 مزبان حبیبی
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