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تمرینات تکمیلی 

 

(4)در شکل زیر  .1 5f   (4)و 1.5f     مختصات نقاط ،A  وB  وC .را تعیین کنید 

(4) 1.5

4
1.5 1.5 5.5 (5,5.5)

5 4

4
1.5 1.5 2.5 (3,2.5)

3 4

AB

B A B
B

B A

C A C
C

C A

m f

y y y
y B

x x

y y y
y C

x x

  

 
       


       

  
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 شده نظیر کنید. نمودار تابع داده شده است، مشتقات جدول زیر را با نقاط مشخص .2

 

 توجه: پاسخ به این سوالات بر اساس تقریب انجام می شود.

 نمودار تابع داده شده است، مشتقات جدول زیر را با نقاط مشخص شده نظیر کنید. .3
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 مشتق بگیرید.)ساده کردن مشتق ضروری نیست.( .4

 

 

          
3 2 3

2 2 2

. . .

( ) 1 . 5 1 ( ) 3 2 1 . 5 1 5 1

f g f g g f

f x x x f x x x x x

   

         

 مشتق بگیرید.)ساده کردن مشتق ضروری نیست.( .5

   

     

1

2

4 4 3

2

. .
, , . .

2

1 0. 1.1 1 1
. 2 1 . 2 1 4. 2. 2 1 .

2

n nf f g g f u
u f n f f

g g u

x
y x y x x

x x xx


           

 

   
         

   
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 مشتق بگیرید.)ساده کردن مشتق ضروری نیست.( .6

 

    

1

5 4
4 3 4

. .

( ) ( ) 5. 3 1

n nf n f f

f x x x f x x x x

 

      

    

 

2

2

. .

1
. 1 1

2
( ) ( )

1 1

f f g g f

g g

x x
x x

g x g x
x x

    
 

 

  

  
 

 

 مشتق بگیرید.)ساده کردن مشتق ضروری نیست.( .7

𝑓(𝑥) = (𝑥2 + 1)3. (5𝑥 − 1) 

3( ) 1g x x x  

 مشتق بگیرید.)ساده کردن مشتق ضروری نیست.( .8
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5

( )
2 1

x
f x

x

 
  

 
 

 

  اگر
2 , 0

( )
, 0

x x
f x

x x

 
 


 آنگاه 

 الف. نشان دهید تابع در مبدا مختصات مشتق پذیر نیست.

2 2

0 0 0 0

0 0 0

( ) (0) 0
(0) lim lim lim lim 0

0 0 (0) (0)
( ) (0) 0

(0) lim lim lim 1 1
0 0

x x x x

x x x

f x f x x
f x

x x x f f
f x f x

f
x x

   

  


   

 


  

 
          

      
  

 

 ب. ضابطه تابع مشتق را بنویسید.

2
2 , 0

, 0
( ) ( ) , 0

, 0
1, 0

x x
x x

f x f x Non x
x x

x


  

    
  

 

 ج. نمودار تابع مشتق این تابع را رسم کنید.

 

9 2
( )

x
g x

x



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  اگر .9
2 , 0

( )
, 0

x x
f x

x x

 
 


نشان دهید   0f

  و 0f
  موجودند اما 0f  وجود ندارد. 

 

 

 

)2 مشتق تابع  .10 ) 1 2f x x    را در( 1)f   .به کمک تعریف بیابید 

 

   
 

22

1 ( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

2 1( ) ( 1) 1 2 (1)
( 1) lim lim lim

( 1) ( 1) 1

2 1 . 1
lim lim 2 1 4

1

x x x

x x

xf x f x
f

x x x

x x
x

x

    

   

   
    

    

 
   



 

 

)3 مشتق تابع  .11 ) 1f x x    1را درx  .به کمک تعریف بیابید 

 

 

 مشتق پذیری  .12
2 , 1

( )
3 1, 1

x x x
f x

x x

  
 

 
1xرا در      .به کمک تعریف مشتق بیابید 
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)تابع .13 ) 7 50f x x   ماهگی نشان می دهد آهنگ متوسط رشد در بازه زمانی   60قد نوزادان را به طور متوسط تا 0,25 را بیابید؟ 

یادآوری: اگر تابع  f  در بازه  ,a b ) پیوسته باشد، آنگاه آهنگ متوسط تغییرات تابع در این بازه برابر است با  ) ( )f f b f a

x b a

 


 
. 

   7 25 50 7 0 50(25) (0) 35 7
1.4

25 0 25 0 25 5

f f f

x

   
    

  
 

 

)2معادله حرکت یک متحرک به صورت  .14 )f t t t   است، سرعت لحظه ای در چه زمانی با سرعت متوسط در بازه 0,4 برابر است؟ 

   16 4 0 0(4) (0) 12
3

4 0 4 0 4

( ) 5 2 1 3 2

f f f

x

f t t t

   
   

  

      

 

 

)2ساعت دارای جرم  tیک توده باکتری پس از  .15 )f t t t   است. آهنگ تغیر جرم توده باکتری را در بازه زمانی 3,4 .بیائید 

   4 16 3 9(4) (3)
4 3 7

4 3 4 3

f f f

x

   
    

  
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)2تابع  .16 )f x ax bx   1در نقطهx   است، مقادیر  7دارای اکسترمم نسبیa  وb .را بیابید 

(1) 7 7

( ) 2
2 0

(1) 0

2 0
7, 14

7

f a b

f x ax b
a b

f

a b
a b

a b

   

 
  

 

 
    

 

 

 

)آهنگ تغییر  تابع  .17 ) 2f x x  2 را ازx   7تاx  .محاسبه کنید  

   9 4(7) (2) 1

7 2 5 5

f f f

x

 
  

 
 

 

 تمرین: با توجه به نمودار تابع .18
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 Eالف: در کدام نقطه خط مماس، افقی است؟ 

 مثبت ، مثبت است یا منفی؟ F ب: شیب خط مماس در نقطه 

 B ، کدام یک بیشتر است؟Dو  Bج: از دو مقدار شیب خط مماس بر تابع در نقاط 

 یادآوری: مشتق تابع در یک نقطه، در صورت وجود، همان شیب خط مماس بر نمودار است.
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)2مشتق پذیری تابع   تمرین: .19 ) 4f x x   2را در نقطهx  .بررسی کنید 

یادآوری: اگر حد 
0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim
x a h

f x f a f x h f a

x a h 

  



xرا در نقطه  fموجو باشد، آنگاه تابع  a مشتق پذیر می گویند و 

0

( ) ( ) ( ) ( )
( ) lim lim

x a h

f x f a f x h f a
f a

x a h 

  
  

  

 حل:

2

2 2 2 2

2 2

2 2

4 0 2 . 2 2( ) (2)
(2) lim lim lim 4.lim

2 2 2 2

2 2
(2) 4. lim 4. lim 4

2 2

2 2
(2) 4. lim 4. lim 4

2 2

x x x x

x x

x x

x x x xf x f
f

x x x x

x x
f

x x

x x
f

x x

 

 

   


 


 

    
    

   

 
   

 

  
      

  
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)مشتق پذیری تابع   تمرین: .20 ) 2f x x   2را در نقطهx  .بررسی کنید 

2 2 2

2 2

2 2

2 0 2( ) (2)
(2) lim lim lim

2 2 2

2 2
(2) lim lim 1

2 2

2 2
(2) lim lim 1

2 2

x x x

x x

x x

x xf x f
f

x x x

x x
f

x x

x x
f

x x

 

 

  


 


 

  
   

  

 
   

 

  
      

  

 

مشتق پذیری تابع   تمرین: .21
2 3, 1

( )
3 1, 1

x x
f x

x x

  
 

 
1xرا در نقطه    .بررسی کنید 

  
 

 

1

2 2

1 1 1 1

1 1 1

( ) (1)
(1) lim

1

1 13 4 1
(1) lim lim lim lim 1 2

1 1 1

3 13 1 4
(1) lim lim lim 3 2

1 1

x

x x x x

x x x

f x f
f

x

x xx x
f x

x x x

xx
f

x x

   

  




   


  


 



    
      

   
 

      
  
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مشتق پذیری تابع   تمرین: .22  ( ) 2f x x x   2را در نقطهx  .بررسی کنید 

 
 

 

 

2 2 2

2

2

( 2) 0( ) (2)
(1) lim lim lim

2 2

(1) lim 2 2

(1) lim 2 1

x x x

x

x

x xf x f
f x

x x

f x

f x





  











 
   

 

      
 

      

 

 

1xنشان دهید نقطه  .23  2، نقطه گوشه ای برای تابع( )f x x x  .است 

نیم مماس چپ در نقطه ای موجود و غیرهمراستا باشند، آن نقطه یک نقطه گوشه ای برای تابع است. یکی از یادآوری: اگر نیم مماس راست و 

 ویژگی های نقاط گوشه ای مشتق ناپذیری تابع در آن نقاط است.

   

   

 

2

1 1 1 1

1 1

1 1

0 . 1 1( ) (2)
( 1) lim lim lim lim

2 1 1 1

1 1
( 1) lim lim 1

1 1

11
( 1) lim lim 1

1 1

x x x x

x x

x x

x x x x xf x f
f

x x x x

x x
f

x x

xx
f

x x

 

 

   


   


   

   
     

   

 
    

 

 
     

 
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 پیوسته است.تمرین: ثابت کنید اگر تابعی در یک نقطه مشتق پذیر باشد، آنگاه در آن نقطه  .24

 قضیه و اثبات آن در کتاب است.

 

2xو خط مماس بر نمودار در  fتمرین: در شکل زیر نمودار تابع  .25   ،داده شده است 

f(2)الف:   .را تعیین کنید 

0 2 2
(2) 1

1 3 2
O A

O A

x x
f

y y

 
    

   

2xب: معادله خط مماس بر نمودار در   .را بنویسید 

   0 0

1

3 1. 2 1

m

y y m x x y x y x



          

 

 یادآوری: مشتق تابع در یک نقطه، در صورت وجود، همان شیب خط مماس بر نمودار است.
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 تمرین: .26

 

 

اگر داشته باشیم:  تمرین: .27       2 3, 2 1, 2 3, 2 2f f g g       آنگاه مقادیر   2fg   و   2f g   .را بیابید 

             

       

. 2 2 . 2 2 . 2 1. 3 2.3 3

2 2 2 1 2 3

f g f g g f

f g f g

       

        
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 مشتق بگیرید.)ساده کردن مشتق ضروری نیست.( تمرین: .28

29.  
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 مشتق بگیرید.)ساده کردن مشتق ضروری نیست.( تمرین: .30

 

     

 

 

3 2 22

23
3

2

2 . 2 1 3 2 . 11
( ) ( )

2 1 2 1

( ) ( ). ( ) ( ). ( )
:

( ) ( )

x x x x xx
f x f x

x x x x

f x f x g x g x f x
Note

g x g x

    
  

   

    
 

 

 

     

      

3 2

1

( ) Cos 2 ( ) 3 2Sin 2 Cos 2

: Cos ( ) . ( ).Sin ( ) .Cos ( )n n

g x x g x x x

Note f x n f x f x f x

   

   

 یادآوری:

      

 

1

2

Cos ( ) . ( ).Sin ( ) .Cos ( )

( ) ( ). ( ) ( ). ( )

( ) ( )

n nf x n f x f x f x

f x f x g x g x f x

g x g x

  

    
 

 
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 مشتق بگیرید.)ساده کردن مشتق ضروری نیست.( تمرین: .31

    

 

 

2

22
2

2

2 4 2 2 12 1
( ) ( )

4 4

( ) ( ). ( ) ( ). ( )
:

( ) ( )

x x xx
f x f x

x x

f x f x g x g x f x
Note

g x g x

   
  

 

    
 

 

 

   

 

      

2

1

2 1 1. 2 12 1 2 1
( ) Sin ( ) Cos

1 11

: Sin ( ) . ( ).Cos ( ) .Sin ( )n n

x xx x
g x g x

x xx

Note f x n f x f x f x

       
             

  

 

      

 

 

4 5 4 5

2
55

5 5

5

20 3 3 2 15 1 . 4 3 7

3 24 3 7
( ) ( )

3 2 4 3 7
2.

3 2

( )
: ( )

2 ( )

x x x x x x

x xx x
h x h x

x x x x

x x

f x
Note f x

f x

        

   
  

    

  



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 مشتق بگیرید.)ساده کردن مشتق ضروری نیست.( تمرین: .32

   

 

2

22 2
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1. 1 2 .
( ) Cos ( ) Sin

1 11

x x xx x
g x g x

x xx

                 
 
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4 3

3 2 31
( ) 2 1 ( ) 4. 6 2 1
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f x x x f x x x x

x

 
        

  

 یادآوری:

    

  1

Cos ( ) ( ).Sin ( )

( ) . ( ). ( )n n

f x f x f x

f x n f x f x 
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 مشتق بگیرید.)ساده کردن مشتق ضروری نیست.( تمرین: .33

3 2

2 3
( )

2

x
f x

x x




 

      3 2: ( ) Sin 2 1 ( ) 3. 2Cos 2 1 Sin 2 1Note g x x g x x x      

 تمرین: نمودار مشتق تابع زیر را رسم کنید.)با ذکر دلیل( .34
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f,تمرین: نمودار توابع  .35 g  به صورت زیر است و( )
( )

( )

f x
h x

g x
 (1)، مقدارh .را بیابید 

   
2 2

4 0
(1) 2

2 0

0 4
(1) 1

4 0
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ساعت، دارای جرم  tیک توده باکتری پس از  تمرین: .36  2m t t t   9است. آهنگ تغییر جرم توده باکتری را در لحظهt  .بیابید 

xدر همسایگی نقطه  fیادآوری: اگر تابع  a  پیوسته باشد، آنگاه آهنگ لحظه ای تغییرات تابع در این بنقطه برابر است با

0

( ) ( ) ( ) ( )
( ) lim lim

x a h

f x f a f a h f a
f a

x a h 

  
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. 

 حل تمرین:
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)3آهنگ تغییر  لحظه ای تابع تمرین:  .37 ) 2f x x x در بازه  0,2 1آهنگ تغییر لحظه ای آن در  وx  ؟را محاسبه کنید 

در بازه  fیادآوری: اگر تابع  ,a b  پیوسته باشد، آنگاه آهنگ متوسط تغییرات تابع در این بازه برابر است با( ) ( )f f b f a

x b a

 


 
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 حل تمرین:
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)2آهنگ تغییر  لحظه ای تابع  تمرین: .38 ) 2 5 1f x x x   2در نقطهx  1، چقدر از آهنگ تغییر لحظه ای آن درx   بیشتر

 است؟

 

  
 

2 2

2 2 2

2 2

2 5 1 19( ) (2) 2 5 18
(2) lim lim lim

2 2 2

2 2 9
lim lim 2 9 13

2

x x x

x x

x xf x f x x
f

x x x

x x
x

x

  

 

    
   

  

 
   



 

 

 

  
 

2 2

1 1 1

1 1

2 5 1 2( ) ( 1) 2 5 3
( 1) lim lim lim

1 1 1

1 2 3
lim lim 2 3 1

1

13 1 12

x x x

x x

x xf x f x x
f

x x x

x x
x

x

  

 

      
    

   

 
   



 

 

  

http://www.mezbanhabibi.ir/
http://www.mezbanhabibi.ir/


 دکتر مزبان حبیبی،  تجربیدهم دواز   ریاضی سه ، آموزشی های ه وجز

 +989166161828      www.mezbanhabibi.ir     +989176193511 

5
1

 w
w

w
.m

ez
b

an
h

ab
ib

i.i
r 

   
+9

8
9

1
7

6
1

9
3

5
1

1
 

 

)2آهنگ تغییر  تمرین: .39 ) 2 5 1f x x x    2لحظه ای تابع در نقطهx   بازه  چقدر از آهنگ تغییر آن در 1,5 بیشتر است؟ 
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